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Die Beeinflussung breitbandiger Rauschvorgiinge 
durch lineare Ubertragungssysteme 


Von HERBERT SCHLITT, Aachen 


(A.E.U. 14 [1960], 239— 246; eingegangen am 18. Februar 1960) 
DK 621°372.54 


Zur Beschreibung stationarer stochastischer Vorgange zieht man vornehmlich die Autokorrela- 
tionsfunktion und das Leistungsspektrum heran. Ausgehend von einem breitbandigen Rausch- 
vorgang, dessen Autokorrelierte sich im Grenzfall (weiBes Rauschen) durch eine Drracsche Delta- 
funktion darstellen laBt, wird fiir einfache Filtertypen die Verformung des Leistungsspektrums 
und der Autokorrelationsfunktion des regellosen Eingangssignals behandelt. Es werden einige 
Beziehungen zwischen KenngréBen der klassischen Systemtheorie einerseits und der statistischen 
Signaltheorie andererseits abgeleitet, die fiir idealisierte Filter besonders einfach werden und in 
einem gewissen Zusammenhang mit dem Mippipronschen Theorem fiir Optimalfilter stehen. 


For a description of stationary stochastic phenomena use is made mainly of the autocorrelation 
function and the power spectrum. Starting from a wideband noise phenomenon whose auto- 
correlation function can be presented in the limiting case of white noise by a Drrac delta func- 
tion, the paper deals with the distortion of the power spectrum and autocorrelation function of 
the random input signal for simple filter types. Some relations are derived between parameters 
of the classic system theory on the one hand and statistical signal theory on the other which 
become particularly simple for idealized filters and are in a certain relation to MIDDLETON’s 


theorem for optimum filters. 


Einleitung 


Wenn man das Verhalten von Ubertragungssy- 
stemen unter dem EinfluB stochastischer Eingangs- 
signale untersucht, benutzt man als Signalkenn- 
groBen vorwiegend die Autokorrelationsfunktionen 
und die Leistungsspektren. Um eine Vergleichs- 
méglichkeit bei der Beurteilung der Systemreak- 
tionen zu erhalten, verwendet die klassische System- 
theorie eine Reihe normierter Signaltypen wie Hin- 
heitssprung, Einheitsimpuls, Rampenfunktion sowie 
die einfachsten periodischen Funktionen. 

Im Arbeitsbereich der statistischen Systemanalyse 
greift man gern auf einen normierten regellosen Vor- 
gang zuriick, der durch ein konstantes Leistungs- 
spektrum gekennzeichnet ist: das weiBe Rauschen. 
Physikalisch realisierbar sind nur Vorgange mit 
endlichem Leistungsinhalt, und fiir technische 
Untersuchungen ist es hinreichend, wenn das Lei- 
stungsspektrum des statistischen Testsignals tber 
einen Frequenzbereich konstant bleibt, der groB ist 
gegen den DurchlaBbereich des jeweiligen Systems. 
Die theoretischen Untersuchungen werden erleich- 
tert, wenn man an Stelle eines breitbandigen Rau- 
schens einen entarteten Vorgang heranzieht, dessen 
Leistungsspektrum fiir alle Frequenzen konstant und 
dessen Autokorrelationsfunktion eine Drracsche 
Deltafunktion ist. 


— 


In der vorliegenden Arbeit werden einige Grund- 
typen von Filtern behandelt, deren Impulsreaktions- 
funktionen mit den Autokorrelationsfunktionen der 
Ausgangssignale verglichen und in eine einfache Be- 
ziehung zueinander gebracht werden. Die Zusam- 
menhange lassen sich weitgehend verallgemeinern, 
wenn man beachtet, daB die Impulstibergangsfunk- 
tionen der Filter sowie die Korrelationsfunktionen 
von den Grenzfrequenzen der Filter als Parameter 
abhangen. 


1. Berechnung der Autokorrelationsfunktionen 


Wir betrachten im folgenden einige einfache 
lineare Filter, deren Kingangsgr6Be ein breitbandiges 
Rauschen sei; darunter versteht man einen stocha- 
stischen Vorgang, dessen spektrale Leistungsdichte 
praktisch konstant ist und einen Frequenzbereich 
iiberdeckt, der groB ist gegen die jeweiligen Durch- 
laBbereiche der Filter, die durch ihren Frequenz- 
gang F' (iw) gekennzeichnet werden (Bild 1). Fur die 
folgenden Uberlegungen idealisieren wir den stocha- 
stischen Vorgang durch Kinfiihren eines weifen 
Rauschens mit dem fiir alle Frequenzen konstanten 
Leistungsspektrum 


Sza(@) = So. 


Damit wird die zugehérige Autokorrelationsfunk- 
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tion nach dem WIENER-KuintcHIneschen Trans- 


formationstheorem 


Pzx(T) = ; [ Szx() el" do 


eine Drracsche Deltafunktion: 


Przz(t) = 5 So : CeCe, 
und mit ‘ 
f 9 dw = 21 6(t) 
wird ee 


Dra(b) = WS oOrt). 


IFliw)| 
weiBes Rauschen 


S_x(@) — 


7 
breitbandiges Rauschen 
wy —S 


0 


Bild 1. Verlauf der Leistungsspektren fiir weiBes und breit- 
bandiges Rauschen. 
Die statistischen Eigenschaften der Ausgangs- 
eroBen y(t) der Filter beschreiben wir durch deren 
Autokorrelationsfunktionen, und es wird mit 


Syy(o) = | F Go) |? Sez (o): (1) 


€ 


Pyy(T) = 


bo| = 


- i | F (iw) |? S22(w) el? dw = 


(2) 
1 


to] 


Sof | F(iw)|2e°* dw. 


a) Ein ideales Ubertragungssystem mit dem Am- 
plitudengang F' (im) = o(@) ! wiirde das Leistungs- 
spektrum der Eingangsgr6Be nicht verandern, so 
daB auch die Autokorrelationsfunktion der Aus- 
gangsgroBe gleich derjenigen der EingangsgréBe 
wiirde (Bild 2): 


Dy tis 5 80 f et dw = t89 6(a). 


co 
|Fli)| 
| 6(T) 
0 @—> Ol ~7—> 


@ ©) 


Bild 2. Ideales Ubertragungssystem ; 
(a) Amplitudengang, (b) Impulsiibergangsfunktion. 


b) Fir das TiefpaBsystem (Bild 3) findet man mit 
der Leistungsiibertragungsfunktion 


| PGie)|? = o(@ + wo) — o( — wo) 


1 o ist die Einheitssprungfunktion. 
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die Autokorrelationsfunktion 
Dt) = 20 Hf cosa tda, 
0 


da der Integrand eine gerade Funktion von « ist; 
es wird demnach 


(3) 


Lax 
@yy(t) = So— sin WoT. 


IFliwl |Z 


Bild 3. 
Leistungstibertragungs- 
funktion eines idealen 
Tiefpasses. 


Die Autokorrelationsfunktion ist also eine ab- 
klingende periodische Funktion, deren Nulldurch- 
ginge bei nz/wo, n = 1,2,..., liegen, die soge- 
nannte Spaltfunktion. Ihr Maximum liegt bei t= 0, 
und sie konvergiert fiir t > -_ co gegen Null (siehe 
Tabelle). Diese beiden Eigenschaften sind beim 
Fehlen periodischer Signalkomponenten charakte- 
ristisch fiir alle Autokorrelationsfunktionen, deren 
zugehorige Leistungsspektren reelle Funktionen 
von q@ sind. 


|Fliw) [2 


Bild 4. 
Leistungsiibertra- 
gungsfunktion eines 
idealen Hochpasses. 


c) Fir das in Bild 4 dargestellte ideale HochpaB- 
system erhalt man 


| F(iw) |? =1 


@o) ? 


folglich wird, da | F'(iw) |? eine gerade Funktion der 
Kreisfrequenz q ist, 


Dyy(T) = So / | F (iw) |2 cos w tdw = 
: (4) 


co 
= 8p | cos otdo. 
Wo 


Dieses uneigentliche Integral 148t sich durch eine 
einfache Aufspaltung auf die Deltafunktion zuriick- 
fiihren : 


Pyy(t) =S | cosmtdw —Sp [ coswtda, 
6 0 


Pyy(t) = So[xd(t) — wo si (wor), (5) 
wobei wir fiir (1/@o7) sin wot die ,,si‘‘-Funktion 
Si(@oT) eingefiihrt haben. Auch diese Autokorrela- 
tionsfunktion erfiillt durch das Auftreten der Delta- 
funktion bei t = 0 die Forderung, daB Pyy(t) an 
der Stelle t = 0 sein Maximum habe. Bezeichnet 
man die Autokorrelationsfunktion des idealen Uber- 
tragungssystems mit Dyy,s(t), die des Tiefpasses 
mit Dyy, 7(t), so gilt fiir die Autokorrelierte von y (t) 


Pa ce 
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beim idealen Hochpafsystem 

Pyy, H(t) = Pyy,3(t) — Dyy, v(t), (6) 
wobei die obere Grenzfrequenz des Tiefpasses gleich 
der unteren Grenzfrequenz des HochpaBfilters an- 
genommen ist. Der singulare Term in GI. (5) erklart 
sich daraus, da8 wir ein physikalisch nicht realisier- 
bares weiBes Rauschen als EingangsgréBe fiir ein 
System mit unendlich hoher oberer Grenzfrequenz 
zagrunde gelegt haben. Die Gesamtleistung eines 
derartigen Vorganges ware unbeschrankt. Praktisch 
sind sowohl die Rauschleistung als auch die obere 
Grenzfrequenz des Filters endlich, so da8 an Stelle 
der Deltafunktion ein mehr oder weniger scharf aus- 
gepragtes Maximum endlicher Hohe bei t = 0 auf- 
tritt. 

Im Anschlu8 an den idealen Tiefpa8 und den 
idealen Hochpa8 mit rechteckférmigem Amplituden- 
gang behandeln wir zum Vergleich die entsprechen- 
den realen Filter, die wir als einstufige RC-Glieder 
annehmen wollen. 


IFliw)!? 


0 w— 


©) 


Bild 5. Schaltung und Leistungsiiber- 
tragungsfunktion eines realen 
einstufigen Tiefpasses. 


d) Beschickt man ein einfaches RC-Glied nach 
Bild 5 mit einem weiBen Rauschen, so werden die 
zu hohen Frequenzen gehérigen Komponenten des 
Leistungsspektrums zwar nicht so vollstandig unter- 
driickt wie beim idealen TiefpaB, jedoch kommt es 
auch hierbei nicht zur Ausbildung einer Singularitat 
in der Autokorrelationsfunktion der AusgangsgroBe, 
auch wenn die Gesamtleistung der Eingangsgr6Be 
unbeschrankt ware. Mit dem Frequenzgang 


‘ane 1 
CACO Ry cae en 
erhalten wir 
* cos WT 
Dyy (7) =So | Ree ape re oO, 
0 
UG —|t 
Pyy(t) =So or © z|/P (7) 
Das zugehdérige Leistungsspektrum 
: So 
Syy(0) = | Fo) |? Saal) = 7 ape 


ist nicht mehr frequenzunabhangig wie dasjenige 
der HingangsgréBe: die Gesamtleistung ist durch 
den Filtervorgang endlich geworden. Je kleiner die 


JZ 

, 

=. gt -*\ 
es ENT 
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Zeitkonstante 7’ = RC des Tiefpasses wird, um so 
héher wird das Maximum @,,,(0) und desto schnel- 
ler fallt Oy, (t) fiir wachsende t ab. Im Grenzfall 
7’ ->0 nimmt die Autokorrelierte ®,,(t) wieder 
den Charakter einer Drracschen Deltafunktion an; 
dann verschwindet die Filterwirkung, und das Ver- 
halten des Filters naéhert sich dem des idealen Uber- 
tragungssystems. 

e) Als weiteres Beispiel fiir einen realen TiefpaB 
untersuchen wir ein Filter mit der Leistungsiiber- 
tragungsfunktion 


| F (iw) |2 = e— 2", 


bei welcher die Ubertragungsdimpfung 6 = w2«/2 
quadratisch mit der Frequenz zunimmt (Bild 6). 
Zur Auswertung des Integrals 
Dyy(t) =So i e~*”* cos wt dw 
0 


mu man funktionentheoretische Hilfsmittel [1] in 


x(t) R yt) 


IFliw) |? 


y—> 


o—P 


Bild 7. Schaltung und Leistungsiiber- 


tragungsfunktion eines realen 
einstufigen Hochpasses. 
Anspruch nehmen, und man findet 
Tw 2 
Dyy(T) — Vr g, eT /4a (8) 
2 V a 


Der qualitative Verlauf dieser Funktion ist der 
Tabelle zu entnehmen. Auch das Leistungsspektrum 
ist vom gleichen Typus, wie Gl. (1) ergibt: 


Syy(w) = | F (ia) |? S2a(@) = Soe-*. 


Dieses Ergebnis folgt auch unmittelbar aus der 
Wrener-Kurntcuineschen Beziehung, in welcher 
keine SystemkenngroBe vorkommt: 


2 
Syy(@) = aa Py, (tT) cos wt dt = 
0 
\ru 
Zu einer GaufBschen Autokorrelationsfunktion ge- 


hort folglich immer cin Gaufisches Leistungsspek- 
trum. 


are cos wt dw = Spe-*”. 


0 
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f) Bevor wir die entsprechenden Resultate fir 
den realen CR-Hochpa8 (Bild 7) betrachten, leiten 
wir eine weitere Beziehung zur Berechnung von 
@yy(t) ab. Wir gehen aus von der allgemeinen Re- 
lation fiir stationare regellose Vorgange [2] 


Dyy(T) =f foe G(t2) Oza (tT — T2 + 71) AT2 dT (9) 


und machen Gebrauch von der Voraussetzung, dab 
die Eingangsgr6Be x(t) ein weiBes Geraéusch sei; mit 
ihrer Autokorrelationsfunktion 

Drr (T) ==> 15 So 6 (T) 
wird aus Gl. (9) 


co co 


O7(t) = x Sof G(z1) f (t2)6(t — T2 + 71) dt2d71, 
6 6 


(10) 


& 
& 
~ 
Ss 
| 
a 
ma 
So 
ae 
a 


(t) G(r + t) dé, 


wobei fiir t; die neue Variable ¢ gesetzt wurde. Im 
Gegensatz zu Gl. (2) gibt Gl. (10) die Autokorrela- 
tionsfunktion der AusgangsgréBe in Abhangigkeit 
von der Impulsiibergangsfunktion oder Gewichts- 
funktion des Systems im Zeitbereich wieder. Die 
Gewichtsfunktion des einstufigen CR-Hochpasses 
lautet fiir einen Eingangsimpuls x(t) = 6(t): 
aS Oo) yr 
G) = 5) — Peer, 
so daB wir erhalten: 


1 
Dyy (tT) = 7So | d(t) — oT eltl/2 


(11) 
Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man mit Hilfe 
der Formel (4), wenn man den Ausdruck fiir | F(i@)|? 
wie folgt aufspaltet : 


MES ae ] 
Lo2T2 4 1a eee - 
Damit wird 
COS WT 
®y(2)=S { coswrdo—S [ [ST do, 
0 0 


TT 
Pyy(t) = 7 So d(t) — Soom Cala 


Man erkennt, da8B die Autokorrelationsfunktionen 
nach den Gl. (7) und (11) einer zu Gl. (6) analogen 
Beziehung geniigen. Fiir 7 +0 geht ®,,(t) > 0, 
da der zweite Summand gegen eine Deltafunktion 
strebt; dies ist physikalisch einleuchtend, denn fiir 
T — 0 geht entweder R > 0 oder C -> 0 (oder auch 
beides), folglich wird die Ausgangsgr6Be selbst Null. 
In dem anderen Grenzfall, 7’ > oo, gilt 


PDyy(t) > 780 0(t) = Bra (t) , 


d.h. die Autokorrelationsfunktion der Ausgangs- 
groBe wird gleich derjenigen der EingangsgroéBe, das 
System tibertragt ideal beziiglich der Amplituden, 
und ausschlieBlich auf diese kommt es hier an, weil 
die Autokorrelierten und die Leistungsspektren 
keine Phaseninformation enthalten. 
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Die Gesamtleistung der AusgangsgréBe ist nicht 
endlich, wie man sofort durch Integration tiber alle 
Frequenzen erkennt: 

Og 


y(t) = | | F (iw) |? S2e(@) do = 
0 


(0) 


siete 2772 
serure 1+ w2T? Ty 
0 


rae Tw 
y? (t) wy So [oe = or ° 


Dies gilt asymptotisch fiir sehr hohe obere Grenz- 
frequenzen Wg, fiir wg —> oo divergiert die mittlere 


Leistung y? (é). 
Dieses Ergebnis kann man direkt an Gl. (11) ab- 
lesen, wenn man beachtet, daB 


y* (t) = Dyy (0) 
ist: fur t= 0 wird die Autokorrelationsfunktion 
durch das Vorhandensein der Deltafunktion singu- 
lar. 

Dieser Schlu8 gilt ganz allgemein: wenn in der 
Autokorrelationsfunktion eines Signals eine Delta- 
funktion auftritt, dann kann sie nach der allge- 
meinen Struktur aller Autokorrelierten nur an der 
Stelle t = 0 auftreten, folglich ist der Leistungs- 
inhalt derartiger Vorgange, der durch ®(0) gegeben 


ores 
“021, 


Bild 8. Autokorrelationsfunktion der AusgangsgréBe eines 
CR-Hochpasses fiir verschiedene Zeitkonstanten 
ine ie 


ist, nicht beschrankt. Bild 8 zeigt die Funktion 
y(t) des realen CR-Hochpasses fiir verschiedene 
Werte der Zeitkonstante 7’, wobei Ty > Tewast 
Vergleicht man die Autokorrelationsfunktionen des 
realen Tief- bzw. Hochpasses (RC-Glieder) einer- 
seits mit denjenigen der idealisierten Filter anderer- 
seits, so erkennt man, da8 die Singularitaten die 
gleichen sind, da8 aber der oszillatorische Charakter 
der stetig verlaufenden Teile, wie er bei den idealen 
Filtern auftritt, bei den realen Filtern fehlt: die 
stetig verlaufenden Teile der Korrelationsfunk- 
tionen sind monoton. Der oszillatorische Verlauf der 
Autokorrelierten bei den idealen Filtern mit unend- 
lich hoher Flankensteilheit hangt mit den Ein- 
schwingvorgingen zusammen und darf nicht zu 
Fehlschliissen hinsichtlich etwaiger periodischer An- 
teile im Signal leiten. 


i 


a en ey a 
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| Autokorrelati Verlauf d 
fea | Vorlent 1 rrelations- erlauf der 
| F (io) |2 | i Fa ‘2 funktion Autokorrelations- 
| Dyy(t) funktion ®,,,(t) 
t 
Ideales Olt) 
System t 72S 6(z) 
0 eat al 
| 
Idealer o(@ — @o) — : 
TiefpaB —o(o + wo) So @ 81(@o T) 
-Wo 0 Wp 
uo 
Idealer 1 —*a(@ + ao) + | F 
| So[m 6(t) — 
Hochpaf ie, Sa Sol 6(z) Do siond | 
Realer RO- 
TiefpaB 
GauBscher 
TiefpaB 
Realer RC- 
HochpaBb 
Ideales get Om 5 OO) 
Sthtaak —0(@—Wm—o)+ | | 2S Wo COS Om T Si (9 T) | 
band- +o(w+@m+o)— | | 
system — o(@ + Om — wo) i 
Ideal Esra tes 
eales ae wo So[w28i(we2 tT) — 
Breitband- Che +@a) = a @ 18i(@1 T)] 
system sg TAO ahn2) cntak 


— a(w + 1) 
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g) Wir wenden unsere Aufmerksamkeit wieder 
den idealisierten Filtern zu. Fiir ein ideales Schmal- 
bandsystem mit der Mittenfrequenz mm und der 
Bandbreite 29 (Bild 9) erhalt man als Ubertra- 
gungsfunktion fiir die Leistung 


| F (iw) |2 = o(@ — @m + 0) — 6(@ — Om — 0) 4 
tL o(@ + Om + Wo) — o(@ + Om — 0). 
[Fliwo)|? 
| | 
ike tal ae Bild 9. 
o— Leistungstibertragungs- 
| 0 | funktion eines idealen 
~Om Omg" Wnty ‘Schmalbandsystems. 


Daraus folgt fiir die Autokorrelationsfunktion der 
AusgangsgréBe 
m+ ®o 


Dyy(T) = So f cos wT dw = 


1 ; 
= So = [sin (®@m -+ Wo) T — Sin(@m — @o)T], 


Dyy (tT) = 289 Wo COS Wm Si (WoT) - (12) 
In der Tabelle ist der verhaltnismaBig komplizierte 
Verlauf dieser Funktion gezeigt; die si-Kurve tritt 
als Kinhiillende der cos-Kurve auf. 


ia) 2 
IFliall Bild 10. 
Leistungstibertra- 
gungsfunktion eines 
idealen Breitband- 
systems. 


-W9 -W, 0) 0, 
@— 


i) 


h) AbschlieBend berechnen wir noch die Auto- 
korrelationsfunktion fiir die Ausgangser6Be eines 
idealen Breitbandsystems (Bild 10) mit der Lei- 
stungstibertragungsfunktion 


| F (iw) |? = o(@ — w1) — o(w 


2) + 


+ 6(@ + w2) —o(w+ @}). 
Wir erhalten 


Ws 


Dyy(t) = Sof cos mt da = 


OM, 
ee ; 
== [Sy Fs (sin wg tT — sin w1T) , 


oder bei Verwendung der si-Funktion 

D,4(t) = So [we Si(we T) ae CO) Si(@1 T) | : (13) 
Die Tabelle zeigt den qualitativen Verlauf dieser 
Funktion, der sich wesentlich von demjenigen der 
Korrelationsfunktion von y(t) beim Schmalband- 


system unterscheidet, obwohl beide Funktionen 
mathematisch eng miteinander verwandt sind. 


2. Zusammenhang zwischen Autokorrelations- 
funktion und Impulsiibergangsfunktion 


a) Ideale Filter 


Wirkt auf ein Ubertragungssystem die Kingangs- 
groBe 
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2(t)= LF .t0) eld, 
so stellt sich die MaipneeP ane durch 
yt) = Lf sy(0) el da 
dar, wobei das TREE ye atitn S,(@) des Ein- 


gangssignals mit demjenigen des Ausgangssignals, 
S,(@), durch die Relation 


Sy(@) = F(ia) Sz() 


iiber den komplexen Ubertragungsfaktor des Sy- 
stems verkniipft ist [3]. Schreibt man F' (iq) in der 
Form 


F (iw) = A() ei), 


dann bedeutet A (w) den Amplitudengang und «(@) 
den Phasengang des Systems. Wirkt auf den System- 
eingang ein deltafunktionsartiger Impuls 


x(t) = 1729 O(0) 


mit der spektralen Darstellung 


co 


at) == | eetae, 


—co 


d.h. S;(w) = 2, so wird fir ein Ubertragungs- 
system mit 


|F(iw)| = Ala), a«(w) =ato 
die AusgangsgréBe 


G(t) = x { A) Sq (@) et) den , 


Git) = 50 A (a) et-4) deo , (14) 


wobei to die Laufzeit des Filters bedeutet. 

Wirkt auf das gleiche System ein weiBes Gerausch 
mit dem konstanten Leistungsspektrum Sp als Ein- 
gangssignal, so wird die Autokorrelationsfunktion 
der AusgangsgréBe y(t) nach Gl. (2): 


1 - : 
Dyy(t) = 2 So [ A2(o) el®t dw. (15) 


Fur die idealen Filter, bei welchen bereichsweise 
A (w)=Ao=1 ist, wird mit der Abkiirzung So/ap=A 


Dyy(t) = AG(t + to), 


wie man durch Vergleich der beiden Formeln (14) 
und (15) sofort erkennt. Wenn allgemeiner A(q@) 
= Apo ist, d.h. frequenzunabhangig aber ungleich 
eins, dann ergibt sich der Zusammenhang 


Dyy(t) = AAgG(t a to) : (16) 


Die Autokorrelationsfunktion der AusgangseréRBe 
eines verzerrungsfreien Ubertragungssystems mit 
dem konstanten Amplitudengang A(w) = Ag fiir 
@1 S@ Se: und dem Phasengang «(w) = w to 
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ist bis auf eine Konstante gleich der Impulsiiber- 
gangsfunktion G'(é) des Systems fiir einen Eingangs- 
impuls von der Form a(t) = x 2 6(t), genommen 
fiir das Argument t = t + fp. 

Wenn auch fiir reale Filter keine so einfache Be- 
ziehung gilt, so erkennt man doch, daB die Auto- 
korrelationsfunktionen fiir deren AusgangseréBen 
den gleichen Charakter haben wie die Impulsiiber- 
gangsfunktionen fiir x(t) = x ao 6(t) und das Argu- 
ment ¢ = t + to. Geht man umgekehrt vor und 
unterwirft man Gl. (16) der Fouriertransformation, 
so erhalt man 


S3(@) F (iw) = 


1 
nAD Cre Syy() ’ 
wobei Ss(w) das Amplitudenspektrum des Test- 
impulses bedeutet. Mit der Beziehung 


Syy(w) = | F (ia) |2S8o 
ergibt sich 
: AAO on =? ws 
F (iw) = —— Sj (w) ei = Ape ie , 
So 
Die Relation (16) gilt also fiir alle Filter mit 
einem Frequenzgang nach Gl. (17), wobei die Lage 
der Grenzfrequenzen der als rechteckférmig voraus- 
gesetzten Amplitudenverlaufe keine Rolle spielt; 
im Zeitpunkt t = fo tritt das Maximum des Signals 
am Ausgang des Filters auf. Man kann allgemeiner 
schreiben 


(17) 


F (iw) = Age7i* B(w) , (18) 


wobei B(@) eine aus Einheitssprungfunktionen zu- 
sammengesetzte Bandbegrenzungsfunktion ist wie 
bei den behandelten idealen Filtern, beispielsweise 
wird fiir den TiefpaB mit der Grenzfrequenz wo die 
Funktion B(w) = a(m) — a(@ — wo), Bild 12. Die 
Gl. (17) kann man als einen Spezialfall des M1pDLE- 
tonschen Theorems fiir optimale Filter auffassen 
[4]. Dieses Ergebnis ist nicht tiberraschend, wenn 
man beachtet, daB alle Ubertragungssysteme vom 
Typ (18) ideale Prediktoren darstellen [5], deren 
Realisierbarkeit u. a. von der zugelassenen Laufzeit 
to abhangig ist. 


b) Verallgemeinerung auf einen frequenzabhingigen 

Amplitudengang 

Es sei wie vorher, wenigstens naherungsweise, 
a(w) = wtp. Die Impulstibergangsfunktion eines 
Filters mit dem in Bild 11 dargestellten Ampli- 
tudengang A(m) hangt von dem DurchlaBSbereich 
des Filters und damit von seiner unteren und oberen 
Grenzfrequenz ab, ausfiihrlich geschrieben ist also 


G(t) = G(t, w1, @) 


(vgl. die vorausgehenden Beispiele). Um cine Be- 


Bild 11. 
Frequenzabhangiger 
Amplitudengang eines 
realen Filters mit 
variabler oberer 
Grenzfrequenz. 
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ziehung zwischen dieser Funktion und der Auto- 
korrelationsfunktion 


Dyy(t) = So { A2(w) cos wtda (19) 
0 


herzustellen, schreiben wir ausfiihrlich 


co 


G(t + to, @1, @) = > il A (u) edu = 


=a ay | A(u) cos ut du. 


Differenzieren wir diesen Ausdruck nach w, so 
erhalten wir den Integranden an der Stelle u = w 


a) 
z=— G(t + to, w1, w) = x9 A(w) coswt. 
0M 


Dieser Ausdruck gibt an, wie sich die Impulsiiber- 
gangsfunktion mit der oberen Grenzfrequenz des 
Filters andert. Daraus erhalten wir fiir den In- 
tegranden in Gl. (19) 

0 


1 
sa UNC Ea Cb eta NCE G(t + to, w1, @), 


und fiir ein Filter mit der oberen Grenzfrequenz w2 
ergibt sich die Autokorrelationsfunktion der Aus- 
gangsegroBe zu 


Byy(t) =2 | Alo) 3 Ge + ta, 01, 0)de. (20) 
Fur A(@) = Apo folgt daraus wieder die Gl. (16): 


Wo 3 
Dt c= ido | 5 G(t + to, @1, 0) dw = 


= AAoG(t + to, w1, we). 


c) Verallgemeinerung auf einen Phasengang der 
Form «(w) = wto — a«o(@) 
Die Impulsiibergangsfunktion wird in diesem Fall 


w 


Gib,w7, 0) = > i A (u) eilu bo) +40 (1 dy, 
und mit ¢t — to = t folgt 
12%, G(t + to, 1, ) = Bs A (w) elt eit () ; 
Ow 2 


: < 7) 
> A (aw) eb? = e~ixo(o) ar G(t + to, @1, @). 


Damit erhalten wir fiir die Autokorrelationsfunk- 
tion von y(t) 


Dyy (T) =F f at) eda = 


=1[ Aw 


) 


eia(o) @—i%to 


2 G(t + to, @1, 0) do. 
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Da die beiden ersten Faktoren unter dem Integral 
den konjugiert-komplexen Frequenzgang des Filters 
darstellen, ergibt sich 

9 (21) 
Pyy(T) =A] F*ie) e100 aA 


G(r + to, 1, @) da, 


wobei wir die Integrationsgrenzen nicht naher 
spezifiziert haben; sie miissen von Fall zu Fall fiir 
die verschiedenen Filter festgelegt werden und sind 
immer endlich. 


Bild 12. Amplitudengang und 
Phasengang eines 
idealen Tiefpasses. 


o> 


Wir erlautern Formel (21) an einem einfachen 
Beispiel. Gegeben sei ein Filter, das eine Laufzeit to 
und keine Phasenverzerrung besitze, d. h.xo(@) = 0. 
Der Amplitudengang sei in dem Frequenzbereich 
0 <w <p praktisch konstant und gleich Ao 
(Bild 12): 

F (iw) = Ag ei? [a(@) — o(@ — wo)]. 


Die Impulstibergangsfunktion dieses Tiefpasses 
lautet 
G(t, Wo) = Xo Wo Si wo (t — to), 


so daB wir finden 
G(t + to, w) = xo wsi(wt), 


0 


— G(t+to,w)=xpcosat. 
(ea) 


Mit dem konjugiert-komplexen Frequenzgang 
F* (iw) = Age?” [a(w) — (@ — wo)] 


wird die Autokorrealtionsfunktion von y(t) nach 
Gl. (21) 
Dyy(t) = AA x { cosmtda = 
6 
=> Apo 0 81(@o T) - 


Dieses Ergebnis haben wir bereits in Abschnitt 
1b) gefunden, in dem Ap = 1 angenommen worden 
war. 


3. Zusammenhang 
mit der Kreuzkorrelationstunktion @,,, (7) 


Wenn ein weifes Gerausch als Eingangssignal auf 
ein lineares Ubertragungssystem einwirkt, dann er- 
halt man aus der allgemein giiltigen Relation [2] 


Pry (t) a G(t) Byz(t — t) dl 
einen sehr einfachen Zusammenhang zwischen der 


Impulsiibergangsfunktion G(t) und der Kreuz- 
korrelierten zwischen Eingangs- und Ausgangs- 
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gréke. Die -Autokorrelationsfunktion des weifen 
Rauschens lautet 


Dyz(t) = 780 6(t), 


folglich wird 
Dry (t) = 7 So J G (t) d(1 — t) dt 
oder 
1 
G(t) = a, Pry (T) 


Verwendet man diese Relation in den Gl. (16), 
(20) und (21), so erhalt man 


Ao 


TX 


PDyy(t) = (22) 


Dry (t + to). 

Fir die zugehérigen Leistungsspektren ergibt 
sich durch Multiplikation beider Seiten mit e~'°* 
und Integration tiber t 


A 
Syy(@) = > 


lots Sy (@) - 
TX 


(23) 


Weiterhin wird fiir einen frequenzabhangigen 
Amplitudengang und fiir «(@) = wto 


Tee a 
Dit) = ae A(w) aa Dry (t + to, @1, 0) dw 
Wy (24) 


und schlieBlich fiir «(w) = wtp — «9 (@) 


Dyy (Tt) = 
— l [ FrGoyeiee = 


T XO (0) 


(25) 


Dry (t + to, @1, @) dw. 


In der Schreibart dieser Gleichungen kommt zum 
Ausdruck, da8 die Kreuz- und Autokorrelations- 
funktionen von den Grenzfrequenzen der Filter ab- 
hangen. Auch hier gelten entsprechende Beziehun- 
gen zwischen den zugehorigen Leistungsspektren, 
die man durch Anwendung des Transformations- 
theorems von WIENER und KHINTCHINE findet. Am 
einfachsten werden die Zusammenhange fiir die 
idealisierten Filter. Hier unterscheiden sich die 
Autokorrelierte des Ausgangssignals einerseits und 
die Kreuzkorrelierte bzw. die Impulsiibergangs- 
funktion andererseits praktisch nur durch eine Zeit- 
verschiebung um den Betrag der Laufzeit der Filter, 
wenn man die angegebenen normierten Eingangs- 
signale heranzieht, das weifBe Geradusch mit dem 
konstanten Leistungsspektrum So und den ‘Test- 
impuls x(t) = 7296 (t). 
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DK 621.385.1 


Unter Benutzung eines doppelten Fourieransatzes fiir Strahl- und Feldgré8en werden all- 
gemeine Energiebeziehungen fiir den longitudinalen, parametrischen Elektronenstrahlverstarker 


abgeleitet. 


Es zeigt sich, daB sich auch bei strenger Beachtung der Nichtlinearitaten die Str6émungen von 
Gleichenergie und (mittlerer) Wechselenergie getrennt verfolgen lassen, was KoGELNTIK schon fiir 
den Fall der Aussteuerung eines Elektronenstrahles mit einer Frequenz nachgewiesen hat. 

Der Satz der Erhaltung der Wechselenergie kann in zwei Gleichungen aufgespalten werden, 
welche die allgemeinen Energiebeziehungen fiir den longitudinalen Elektronenstrahl darstellen 


und den Mantey-Rowe-Beziehungen entsprechen. 


Wird ein Elektronenstrahl mit n Frequenzen erregt, so ist der Energiesatz aquivalent einem 
System von n + 1 Gleichungen, naimlich dem Satz der Erhaltung der Gleichenergie und den n 


Maniey-Rowe-Beziehungen. 


Using a double Fourier Ansatz for the beam and field quantities, the paper derives general 
energy relations for the longitudinal parametric electron beam amplifier. 

It turns out that even with close observation of the nonlinearities the flows of DC energy and 
(mean) AC energy can be traced down separately, as KoGELNIK has proven formerly for the case 
of an electron beam modulated by a single frequency. 

The theorem of the conservation of the AC energy can be split up into two equations that 
represent the general energy relations for the longitudinal electron beam and correspond to the 


ManLeEy-Rowe relations. 


If an electron beam is excited with n frequencies, the energy theorem is equivalent to a system 
of m + 1 equations, viz. the theorem of the conservation of the DC energy plus the n ““MANLEY- 


-Rowe”’ relations. 


1. Einleitung 


MANLeEy und Rowe [5] gaben in ihrer Arbeit iiber 
allgemeine Energiebeziehungen in _ verlustlosen, 
nichtlinearen Elementen die Grundlage fiir ein leich- 
tes Verstehen der parametrischen Verstarkung. 

LovIsELL und QuaTE [4] behandelten den de- 
generierten Fall der parametrischen Verstarkung 
(Pumpfrequenz = doppelte Signalfrequenz) von 
Raumladungswellen in einem longitudinalen Elek- 
tronenstrahl auf Kleinsignalbasis. Sie nahmen an, 
daB die Strahlmodulation zufolge der Pumpe grof 
ist gegen die Modulation zufolge des Signals, aber 
noch immer klein genug, um ein Anwenden der 
linearen Theorie zu gestatten. Haus [1] leitete ein 
kinetisches Leistungstheorem fiir longitudinale, 
parametrische Elektronenstrahlverstarker ab, und 
zwar unter der Annahme, daB ein mit einer Pumpe 
stark modulierter Strahl — der also auch Oberwellen 
der Pumpfrequenz enthalt — mit einem kleinen 
Signal gestért wird. Lovisei [3] schlieBlich be- 
schaftigte sich mit dem nicht degenerierten Fall des 
parametrischen Elektronenstrahlverstaérkers und 
Frequenzumsetzers, unter Annahmen, die sich im 
wesentlichen mit denen der bereits zitierten Arbeit 
von LOUISELL und QuaTE decken. 

Es hat sich gezeigt, daB die Kleinsignalrechnung 
wohl die Beziehung zwischen den kinetischen Lei- 
stungen am Strahl bei der Signalfrequenz und der 
Idlerfrequenz in Form einer , MANLEY-ROWE- 
Beziehung“ liefert, daB es aber nicht méglich ist, 
die Anderungen der kinetischen Pumpleistung am 
Strahl mit einer Kleinsignalrechnung explizit zu 
erfassen. 


= , 
a 
i - . 
5g a ~ 
TS ee ae 


KoGELNIK [2] bediente sich in seiner Arbeit 
uber Energieverhaltnisse in Elektronenstro6mungen 
eines Fourieransatzes fiir Strahl- und FeldgréBen. 
Auf einfache Art konnte er zeigen, daB sich die 
Stromungen von Gleich- und Wechselenergie bei 
beliebiger Aussteuerung des Strahles mit einer 
Frequenz getrennt verfolgen lassen und daB die 
Cuusche Leistungsbilanz der linearen Theorie iden- 
tisch ist mit dem Satz der Erhaltung der Wechsel- 
energie im Rahmen einer Storungstheorie zweiter 
Ordnung. 

Die vorliegende Arbeit soll nun zeigen, daB unter 
Benutzung eines doppelten Fourieransatzes fiir die 
Strahl- und FeldgréBen allgemeine Energiebeziehun- 
gen fiir den mit zwei inkommensurablen Frequenzen 
ausgesteuerten Strahl relativ einfach abzuleiten 
sind!, Diese Energiebeziehungen gelten fiir be- 
liebige Aussteuerung des Strahles mit Pumpe und 
Signal und enthalten die Leistungen der Pumpe 
und ihrer Oberwellen explizit. Wie bei KoGELNIK 
lassen sich auch hier die Stromungen von Gleich- 
und Wechselenergie getrennt verfolgen, Alle Glei- 
chungen lassen sich leicht fiir den Fall der Aus- 
steuerung eines Elektronenstrahles mit » Fre- 
quenzen verallgemeinern. 


2. Voraussetzungen 


Es werden Elektronen im Vakuum betrachtet und 
die Giiltigkeit der Maxwell-Lorentzschen Gleichun- 


1 Fiir den degenerierten Fall der parametrischen Ver- 
starkung kénnen Strahl- und Feldgréfen in eine einfache 
Fourierreihe entwickelt werden. Die sich daraus ergebenden 
Energiebeziehungen sind schon in der Arbeit von KoaEt- 


NIK [2] angefuhrt. 
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gen wird vorausgesetzt. Die Geschwindigkeit der 
Elektronen @ sei klein gegen die Lichtgeschwindig- 
keit. Die Ausgangsgleichungen fiir dieses System 
lauten?: 

Kontinuitatsgleichung : 


div7 +2 =0, (1) 


Konvektionsstromdichte : 


Jer (2) 


Kraftgleichung 
dip Uno ate B+ yo (6H 
EO go peer Deel oF) 


Ee gs 
Definiert man die kinetische Leistungsdichte der 


bewegten Elektronen 
= If ease 
Si J (0?) 
2 
sowie die Dichte der gespeicherten kinetischen 
Energie 


(4) 


Lote 
Va ag ee) (5) 
so kann man mit Hilfe des Poyntingschen Vektors Ss 
und der Dichte der gespeicherten elektromagneti- 
schen Energie w 


S=|fa], (6) 
_ £0 (#2 Ho (2 
w= (H) + > (A) (7) 


den elektrokinetischen Energiesatz, welcher den 
Austausch von elektromagnetischer Feldenergie mit 
der kinetischen Energie bewegter Ladungstrager 
beschreibt, folgendermafen anschreiben: 


Wee ware 0 
div (S + Sx) +4, (w+ wx) = 0, (8) 


Aa ae 2 
div8y + £ wx = (#4) =—divS— Sw. (9) 


Es werden Vorgiinge betrachtet, welche mit zwei 
inkommensurablen Frequenzen periodisch sind (f1, 
fz) und es sei ferner vorausgesetzt, daB sich alle 
SkalargréBen sowie die Komponenten der Vektor- 
groBen mit diesen beiden Grundfrequenzen in 
doppelte Fourierreihen entwickeln lassen. 

Fir Vektorgré8en insbesonders lautet der Ansatz 
A(¥,t) =>) > Ann, (F exp [j (m1 w1 + ne w2) E]. (10) 

My Ne 
Da rein reelle Vorgange betrachtet werden, ist 
Ann, = A» n,, —n, Fiir G1. (10) und fiir die folgenden 
Rechnungen gelten dabei die Abkiirzungen 


DED ida me ms > Anns » (11) 
Ny Ng N= —CO Ng=—oo 
Dito nae re ta ana oboe (12) 
Ny Ng Ni, Ng 


Das zeitliche Mittel der Konvektionsstromdichte sei 
—ZJ 00, SO daB 


2 Hine Zusammenstellung der verwendeten Bezeichnun- 
gen findet sich am SchluB des Beitrages. 


T= Dd Ds tes Je exp[j(n1@1 + 22) t] (13) 


Ny Ne 
+1 fiir nm, +0 oder ng+90 


=) fir SH = 


mit ky = | 
gilt. 


3. Die ebene, eindimensionale Elektronenstrémung 


Der Einfachheit halber soll hier nur die ebene, 
eindimensionale Elektronenstr6mung — betrachtet 
werden. Wie schon KoGELnIk [2] gezeigt hat, gelten 
die Ergebnisse dann auch fiir Elektronenstromungen, 
bei denen sich zeitlich konstante, eindeutige — sonst 
aber beliebig verlaufende — Elektronenbahnen an- 
geben lassen. 

Die Gl. (1) bis (9) lauten fiir die ebene, eindimen- 
sionale Elektronenstromung: 


OJ . do 
fades Folie 8 14 
oz ae ot Bo (14) 
ae. (15) 

ov 1 dv2 
aft Sues te eu 


Die Kraftwirkung des Magnetfeldes wird vernach- 
lassigt. 


1 
ee 2 
Se a7 (17) 
Wy = aie 18 
pele, v, ( ) 
S=[#£u], (19) 
CAD) i) Se 
w= > (HE) +2 (#), (20) 
OS eee 
div S$ + =~ + 5, (w+ wx) = 0, (21) 
OS, Ow, 
Oe as oe mage (22) 


Setzt man den Ansatz von Gl. (10) in diese Glei- 
chungen ein, so folgt aus Gl. (14): 


7] 


By Unt = — j(71@1 + v2.2) Or,»,, (23) 
aus Gl. (15): 
ky Ty.», = »} SS Un, ns Oni», »Na— V2) (24) 
Ny Ns 
aus Gl. (16): 
25 (¥1.@1 + ¥2@2) %,», + 
F) (25) 
= re 2, 2:Pmne Ph rmmn = ay des ’ 
aus Gl. (17): 
—278; = 2 > exp[j (v1.01 -++ v2. @g) t]- 
a Ya (26) 


. * 
De Dy a » ky Tn my Vm, my Vimy +11 — 01, y+ Ng— ’ 


N, Ny M, Ms 
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aus Gl. (18): 


Pie Ys 


] 
aus Gl. (22): ES 5} ~ SS ys ky Jains Um, ms Vint mi —m 5 My +a My rte 


2, Ny M, Ms 


—2 Uy Pe oes >t >» exp [j ("1 W1 + v2 2) t] > DS Uni ng EPS pen ev 3 (27) 


Ny Ng 


(28) 


(0102 + 22602) Ym mk Tso = 
a J ( 1W1 = v2 (eg) Um, ms lipdino sae a —2n ‘3 Loin, ty IT ne ees 


M, Mz 


My, Mg 


Die Gleichungen fiir die zeitlichen Mittelwerte erhalt man, wenn man in den obigen Gleichungen 


v1 = v2 = 0 setzt: 
dJ 00 
Oz Sue 


Aus Gl. (25) wird 


Ny MN, 


Aus Gl. (28) erhalt man schlieBlich den Energiesatz 


0 
F : ky ifna ms Un ne Ving +n, ,M3+N, — — 2 y Y : Em, Mg ky shee Mz * 


M, My Ny Ny 


4. Aufspalten des Energiesatzes in Gleich- 
und Wechselanteile 

Ahnlich wie bei KoGEtn1k [2] laBt sich auch hier 
der Energiesatz in einen Satz der Erhaltung der 
Gleichenergie und einen Satz der Erhaltung der 

Wechselenergie aufspalten. 
Ks erscheint sinnvoll, zuerst ein verallgemeinertes 
kinetisches Potential folgendermafen zu definieren: 
w= 2H Vv, (32) 


wobei fiir v der Ansatz Gl. (10) gilt und fiir V zweck- 
maBig der Ansatz 


| >: > ky Vin, m, €XP[j (m1 @1 + mee) t] (33) 
My, Mz 
mit be cf 12 fit mm = ma = 0 
are T° fiir m, +0 oder mo +0 


gewahlt wird. Gl. (32) lautet damit 
DD lem? + DoD exp lj (m o1 + me) E] - 


NM Ne M, Mz 


7 
: >» pe Un, nz Uni—m, , N2— My ee 


Ny Ns 


(34) 


= 27 Voo—2n pe, Vin, mz &XP [j (m1 @1 + M22) t]. 
Mm, M, 


Vergleicht man G1. (30) mit Gl. (34), so sieht man, 
daB aus Gl. (34) der Gleichanteil abgespalten werden 
kann, wenn man unter Vo9 das Gleichpotential ver- 
steht, welches der Strahl durchlaufen hat. Koeffi- 
zientenvergleich in Gl. (34) liefert fiir die Fourier- 
amplituden des kinetischen Potentials 


1 
ky Ving m, = ae » Aa UnynyUri—m,,nz—m,+ (35) 
Ui Ny Ny 

Es ist zu bemerken, daB aus GI. (35) fiir m1 = 1, 

ms = 0 bei Vernachlassigen aller Glieder mit Index- 

summen gréBer als eins sofort das CHusche Po- 

tential der Stérungsrechnung folgt 

1 

Vio = — pase (36) 

Mit Hilfe von Gl. (35) kann der Energiesatz 
Gl. (31) folgendermaBen angeschrieben werden: 


7) 
Oz > D | Ynins| 


Joo = const. (29) 
* = — 27 Eoo. (30) 
(31) 


My Mg 


7) 
~ >, {En Ms “pe Ms ate am die Mz ky Van »| =0. (37) 


mM, Mz 


Zieht man aus Gl. (37) die Glieder mit m, = m2:=0 
heraus, so folgt 


fa) 
Koo J —JooV 
00/00 + Az 2 00 00 + (38) 


ae ie {nm FB — Ny oe, Vim} ==). 


Mm, Mo Oz 
Aus den Gl. (30) und (35) ergibt sich aber 
OV 
5 = — Boo (39) 


Beachtet man noch Gl. (29), so sieht man, daB der 
Energiesatz Gl. (38) in zwei Gleichungen aufgespal- 
ten werden kann, welche es gestatten, den Gleich- 
energiestrom getrennt vom Wechselenergiestrom zu 
verfolgen: 


0 
Hoo Joo + > Joo Voo = 0, (40) 


aval 0 
> Era, 1,5 ty 14 — Br I tt, my Vins ty =0. (41) 
Mm M, 0z 

Die Gl. (40) und (41) sollen noch etwas umgeformt 
werden. Bildet man von Gl. (9) den zeitlichen Mittel- 
wert, so folgt 


(Der Querstrich deutet den zeitlichen Mittelwert an.) 
Verwendet man in Gl. (42) den Ansatz von Gl. (10), 
trennt in Gleich- und Wechselanteile und integriert 


iiber eine Hiille, welche ein Strahlstiick enthalt, so 
gelangt man zu den Gleichungen: 


f Boo Joo Oley = f div [Boo Hoo] Chi == Poo, (43) 


(42) 


[2 2 En Ms Ti, Ms dt a (44) 
== fav 0D Bimatinn) r= =P. 
M, Me 
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Poo und P.~ sind dabei die aus der betrachteten 
Hiille im Mittel ausstrémende Gleich- und Wechsel- 
leistung, unter Ly, m, ist die Komponente der je- 
weiligen vektoriellen Fourieramplitude der elektri- 
schen Feldstiirke parallel zum Strahl zu verstehen. 

Bildet man den zeitlichen Mittelwert der kineti- 
schen Leistungsdichte GI. (26) und fiihrt in diese 
Gleichung das ‘verallgemeiner te kinetische Potential 
Gl. (35) ein, so erhalt man 


Re = Sxo + Ses === > DS ky ky Oh Mg Virus Na ae 


M, Ms 


a Joo Voo ae De J m, Ms Vw Mo* 

Integriert man die Beziehungen Gl. (40) und (41) 

iiber die in Bild 1 angedeutete Hiille, so folgt mit 
Hilfe der Beziehungen (43), (44) und (45): 


(45) 


OSk0 4. o 

Poo + | Rear =o, (46) 
OS ~ 

P. | dy = 0. (47) 


Foo IR, 


Elektronenstrahl 


2=a 2=b 
Bild 1. Ebene Elektronenstrémung. 

Die kinetische Leistungsdichte ist aber nur inner- 
halb des Strahles von Null verschieden. In den bei- 
den Integralen in Gl. (46) und (47) kann daher 
dr = o dz gesetzt werden, die Integration erfolgt 
jetzt zwischen den Grenzen z = a und z = b. Das 
Ergebnis lautet 


2j (m4 1 + Me 2) Um, mg — 


0 
2 Uf] ae Vin, i 


(48) 
(49) 


— Sxo(5)], 
— Sx~ (b)]. 


Es kénnen also auch bei Aussteuerung des Strah- 
les mit zwei Frequenzen die Strémungen von Gleich- 
und Wechselenergie getrennt verfolgt werden. Bild 1 
illustriert die Aussage der Gl. (48) und (49). Wird 
dem Strahl elektromagnetische Gleichenergie ent- 
zogen, so sinkt die kinetische Gleichleistung am 
Strahl, wéhrend eine Entnahme elektromagneti- 
scher Wechselenergie ein Abnehmen der kinetischen 
Wechselleistung am Strahl zur Folge hat. 

Es soll hier ausdriicklich darauf hingewiesen wer- 
den, daB es nicht méglich ist, den Austausch von 
elektromagnetischer Feldenergie mit kinetischer 
Energie der bewegten Ladungstrager bei den ein- 
zelnen Frequenzen getrennt zu verfolgen. Dies ist 
eine Folge der Nichtlinearitat der Kraftgleichung 
und kann leicht eingesehen werden: Der Strahl fiihrt 
dann kinetische Leistung bei der Frequenz m1/1-+- 
mafe, wenn 2 Re (Jin, m, Vinzm,) Von Null verschieden 
ist. Das kann nur dann der Fall sein, wenn die Kon- 
vektionsstromdichte und das kinetische Potential 
bei dieser Frequenz von Null verschiedene Fourier- 
amplituden besitzen. Aus Gl. (35) sieht man aber, 
da zu einer Fourieramplitude V», m, Geschwindig- 
keitsamplituden jeder Frequenz 11/1 + vefe een 
Beitrag liefern. Die Fourierkomponenten des kine- 
tischen Potentials sind daher iiber die Fourierampli- 
tuden der Geschwindigkeit miteinander verkoppelt. 


Po0 = o[Sxo (a) 
Yee o[Sk~ (a) 


5. Die Energiebeziehungen 


Aus den Grundgleichungen sollen jetzt die 
,,.MANLEY-Rowe-Beziehungen“ fiir longitudinale 
Elektronenstrahlen bei beliebig groBer Aussteuerung 
abgeleitet werden. 

Aus der Kraftgleichung (25) kann wegen Gl. (30) 
der Gleichanteil abgespalten werden. In Gl. (25) 
wird jetzt mittels Gl. (35) das kinetische Potential 
eingefiihrt. Das Ergebnis lautet 


—2 Ui Em, Me ° (50) 


Man beachte, daB in dieser Gleichung die Glieder mit den Indizes m1 = mz — 0 nicht mehr VOrKommon: 
= Durch Multiplizieren der Gleichung mit J*,, ,, erhalt man nach einer kleinen Umformung 


: a 
ea (m4 @1 + Me 2) Um, me Jie Ms, 


Die Gl. (51) wird nun mit dem Ausdruck 


my 


* * 
Aa Vin, Me hee Ms sis Vig Mz aan Jin, My 


0 


= — En, Ms rps Ms * (51) 


M11 + M22 


multipliziert. Dann wird iiber alle Indizes my, mg mit Ausnahme der Indizes m, = me 


0 


x * 
My (Em, My Ves, M,—— es Vie Ms lin, m 


es, : = 


My W1 + m2 M2 
a , , My | ta} 


oe ee =—— Vj 
™, m, 101 + MeOe UE Oe Oz 


* 
J Mi Ms wa 


= 0 summiert: 


(52) 


al 
7 (m4 @1 + M2 2) Um, m. Ting »| C 
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Der Ausdruck auf der rechten Seite von Gl. (52) 
da M identisch verschwindet: 


M=»> 


™, m, 1M, + M2W2 


0 


p my 0 j 
* * 
eae Vimy ms Oz Tim, Ms n (m4 @1 + M22) Vray my J my Mz | * (53) 
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soll mit M bezeichnet werden. Man kann nun zeigen, 


Setzt man in Gl. (53) fiir Us ras hte Poa tae Mer hte m, die entsprechenden Ausdriicke aus den Gl. (35), 


(23) und (24) ein, so erhalt man 


Mea! 


» 
“=7] m, mM, Ny Ns 


* x 
»2 - ee sf my (Un, ng Un,—m,, ng—m, Om, m, — 


Dak, 
2 Un, ng Um, m, On, — m,, tg—™,) : (54) 


In Gl. (54) braucht bei der Summierung das Glied mit m; = m2 = 0 nicht ausgenommen zu werden, da 
Glieder mit m, = m2 = 0 zufolge des Faktors m , vor der Klammer sowieso nicht auftreten kénnen. 

Fiir die weitere Rechnung soll der konstante Faktor j/2 weggelassen werden. . 

Die vierfache Summe iiber den zweiten Term in der Klammer von Gl. (54) kann in zwei vierfache 
Summen aufgespalten werden, wobei gleichzeitig bei der zweiten vierfachen Summe folgende Indexver- 


tauschung vorgenommen wird: 
ni >m1, 
Das ergibt 


n2—> Ms; 


My NI lo 19, 


2 n 
ae * * re 
pram J = i >; » mt M1 Vay ny Uny—m,, N2— My Om Mm; — »» > S > M1 Viz ns Ving mz Ony— Mm, , Ng— My — 


mM, Mh, Ny Ny 


Mm, NM, NM Ns 


NS ; * 
— ~ oa ay oy 21 Vn n, Vm, m, Om,—n, Me—Ny* (55) 


M, M, Th Ns 


Im ersten Term von Gl. (55) werden die Indizes umbenannt: 


m—m =k, 
Man erhalt 


ng— m2 = ke; 


n= Nn}, ne = No. 


, * * 
M’ ae » ye » om (ny Saal ky) Uny' nd! VE, ke Onx' — ky, M2! — ky * oF nS » my Un ns Vm, mz On,—m,, N2—Ms 


1 a a ere 


* 
= y >; . x 11Un, nz Um, mz Om,—N,, M2—N * 


M, M_, Ny Nes 


Mm, M, Ny No 


Im ersten Term von Gl. (56) werden wieder die Indizes umbenannt: 


ky —>m, ke>me2; 


Der Ausdruck (56) besteht aus vier Summanden 
M’' = A; + Az +Az+ Aa, (57) 


welche die Form 


Ai aT pe », ya va 11 Un, ns Vin, Me On, —14,%,—M » (58) 


M, Me, Ny Ns 


Ag= Sy oe Ey by M1Un, nz res gOWs het hy sale? (59) 


M, Mz Ny Ne 


A ey IL Chaps Up, Wie Ons mycin,» (9) 


M1, Me Ny Ne 
* 
A, = =», Ds yn Un, Ns Um, mz Om,—11,M2—Nz (61) 
, M, Me, Ny Ne 
haben. Da aber 
22 * 
Om,—1, M.—N, = Ony— M4, N2— Mes 


gilt, sieht man aus den Gl. (58) und (61) unmittelbar 
die Beziehung 
Ay — Jay = Ve 
Werden in Gl. (60) die Indizes folgendermaBen 
umbenannt 


(62) 


AU a 


WEE! AL) NZ >— N22, 


so erhalt man unter Beachtung von 


(56) 
MM, Ne—>Ne. 
Un, n, = Bice —Ns) ae = Online Mg? (63) 
Om—r »M,—N, — Oni—m,, Nz— M2 
das Ergebnis Ag+ Az =0 (64) 
und damit Mc = 0 _ (65) 


Der Ausdruck M’ (und damit auch /) verschwin- 
det identisch. Eine ganz analoge Rechnung kann 
man durchfiihren, wenn man die Gl. (51) mit 


me 
my + M2W2 
multipliziert. 

Man erhalt aus Gl. (52) unter Beriicksichtigung 
der GI. (53) und (65) — bzw. aus den entsprechenden 
Gleichungen der analogen Rechnung — die Energie- 
beziehungen : 


0 : 
my {En My be Ma Oe Vin, Mo dine x 
aos; =0, (66) 
My My M1 W1 + Me We 
* 0 * 
m2, En, i, mm, Ma Ay, Vie pivel aie Me 
yupy. = 0. (67) 


M1 M1 + M2 We 


Zo 


Die Energiebeziehungen (66) und (67) k6nnen 
leicht fiir den Fall verallgemeinert werden, daB der 
Strahl mit n inkommensurablen Frequenzen f1, fz, 
..., fm erregt wird. Fiir diesen Fall ergeben sich 
n Gleichungen der Art von Gl. (66) und (67). ; 

Multipliziert man Gl. (66) mit 1, Gl. (67) mit w2 
und addiert die beiden Gleichungen, so erhalt man 
den Wechselanteil des Energiesatzes (41). 


6. Diskussion der Energiebeziehungen 


In den allgemeinen Energiebeziehungen (66) und 
(67) sollen jetzt nur die elektromagnetischen und 
kinetischen Leistungen bei drei Frequenzen bertick- 
sichtigt werden, und zwar bei den Frequenzen 


ie 
fe=fs (Signalfrequenz) , 
und f1—fe=fp—fs = fi (Idlerfrequenz) . 


Die Gl. (66) und (67) liefern unter Beriicksichti- 
gung der Gl. (44) und (45) die Beziehungen 


(Pumpfrequenz) , 


1 0 1 0 
— |— Sx == OM. (Ge 
(FSi +20) + 3 (5 Sx +p) (oe) 
Lino leave 
— — (= Sx 491) = 0. (69 
= (5 Sis ps| = (x +n] (69) 


Die GréBen S, und p sind reell und bezeichnen die 
mittleren kinetischen und elektromagnetischen Lei- 
stungsdichten bei den jeweiligen Frequenzen. Inte- 
griert man die Gl. (68) und (69) tiber eine Hiille, 
welche ein Strahlstiick enthalt, so folgt 


1 
ay {oUSkn®) — Sel] + Po} + (70) 


+ — {ol Sxa(6) — Sila] + Ps} =0, 


1 
a {o[Sxs(b) — Sxs(a)] + Ps} — (71) 


— 2 {o1Sui(6) —Sui(@)] + Pi} = 0. 


oS, und P bedeuten die mittlere kinetische Lei- 
stung am Strahl und die mittlere aus der betrach- 
teten Hille ausstrémende elektromagnetische Lei- 
stung bei den entsprechenden Frequenzen. 

Wie man leicht mit Hilfe der Grundgleichungen 
verifiziert, gilt im allgemeinen 


o[Sxp (a) — Skp (b)] = Bes (72) 


d.h., daB durch Einstrémen oder Ausstr6men von 
elektromagnetischer Leistung bei der Pumpfrequenz 
nicht nur die kinetische Leistung bei der Pump- 
frequenz beeinfluBt wird, sondern da dadurch — 
streng genommen — auch die kinetischen Leistun- 
gen bei allen anderen Frequenzen sich andern kén- 
nen, Diese Verkopplung der kinetischen Leistungen 
am Strahl ist eine Folge der Nichtlinearitat der 
Grundgleichungen. 

Ks soll darauf hingewiesen werden, daB die Ver- 
nachlassigung von Harmonischen und Kombina- 
tionsfrequenzen hdherer Ordnung bei der Behand- 
lung von parametrischen Verstarkern eine proble- 
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matische Angelegenheit ist, die noch durchaus der 
Klarung bedarf. Ein erster Versuch in dieser Rich- 
tung stammt von Ror und Boyp [6]. Die Ergebnisse 
ihrer Arbeit iiber parametrische Energieumwand- 
lung in verteilten Systemen sollen hier kurz ange- 
fiihrt werden. 


Ch=Con* Cry sin 2 (wt-B2) 


Bild 2. Ersatzschaltbild der idealen Leitung. 


Es sei eine ideale, dispersionsfreie Leitung (Bild 2) 
gegeben, die von einem Spannungsgenerator (Fre- 
quenz f) angespeist wird. Man andert nun die ver- 
teilte Kapazitat der Leitung periodisch mit der Fre- 
quenz 2f. 

Oy = Con + Crp sin 2(wt — Bz), 
B = w(LyCov)'?. 


Die Spannung auf der Leitung mu8 eine Lésung 
der Differentialgleichung 
C2) net OCS V) 
O22. ve a ote 


(73) 


mit 


(74) 


sein. Die Frage lautet nun, wie sich die Fourier- 
amplitude der Grundwelle (f) verhalt, wenn man fiir 
die Spannung auf der Leitung nicht alle Harmoni- 
schen beriicksichtigt. 

Das Ergebnis zeigt Bild 3, die Amplituden der 
Harmonischen in Abhangigkeit vom Ort auf der 
Leitung sind in Bild 4 dargestellt. 

Aus den Bildern 3 und 4 geht hervor, daB jedes 
System, welches annahernd durch ein Netzwerk der 
Art von Bild 2 beschrieben werden kann, kaum als 
Verstarker wirkt. Die Pumpleistung wird eher zur 
Anfachung héherer Harmonischer als zur Verstar- 
kung der Grundwelle verbraucht. Will man ein ex- 
ponentielles Anwachsen der Grundwelle, so miissen 
die héheren Harmonischen unterdriickt werden. 

Die Arbeit von RoE und Boyp scheint also zu 
zeigen, das ein Vorhandensein von Dispersion die 
Kopplung zwischen der Pumpe und den Harmoni- 
schen verkleinern und eine Verstérkung der Grund- 
welle daher begiinstigen kann. Die Verfasser weisen 
aber bei der Diskussion ihrer Ergebnisse darauf hin, 
da8 der EinfluB der Dispersion auf die parametrische 
Verstarkung nicht geklart ist, und daB es wohl auf 
die spezielle Form der Dispersionskurve ankommen 
wird, ob ein exponentielles Anwachsen der Grund- 
welle méglich ist oder nicht. 

Aus Bild 3 geht eindeutig hervor, da8 fiir kleine 
Werte des normierten Entfernungsparameters 2 so- 
gar eine lineare Theorie richtige Ergebnisse liefert. 
Je mehr Harmonische man beriicksichtigt, desto 
groBer wird der réumliche Bereich, in dem das Ver- 
halten der Grundwelle — bei Zulassen einer be- 
stimmten maximalen Abweichung von den tatsich- 
lichen physikalischen Gegebenheiten — richtig vor- 


were 6 a ¢ a 
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a, Gb 
x={2— —> 
Cop 


Bild 3. Amplitude der Grundwelle A; fiir © = 0. Beriick- 
sichtigte Frequenzen: (1): f 


Bild 4. Amplituden der Harmonischen A, fiir =O 
(nach Roz und Boyp [6}). 


ausgesagt werden kann. Fiir den Fall der para- 
metrischen Verstarkung auf Elektronenstrahlen be- 
deutet dies, daB héhere Harmonische und Kombi- 
nationsfrequenzen durchaus vernachlassigt werden 
k6nnen, wenn man die Signalwelle auf einer ,,kur- 
zen‘ Triftstrecke richtig erfassen will. Daraus er- 
geben sich unmittelbar mehrere Fragen: Bis zu 
welcher Ordnung muB8 eine Theorie fiir eine ge- 
gebene Triftstrecke durchgefiihrt werden, wenn man 
befriedigende Ergebnisse erhalten will? Kann auf 
dieser Triftstrecke eine Verstarkung erzielt werden, 
welche technisch interessant erscheint ? Auf welche 
Art und Weise haingen Verstarkung und erforder- 
liche Ordnung der Theorie fiir eine gegebene Trift- 
strecke von den Strahldaten (Gleichgeschwindigkeit 
der Elektronen, Stromdichte, Strahlbreite usw.) ab 4 
Erst eine Antwort auf diese Fragen wird es ermég- 
lichen, die Grenzen der Kleinsignalrechnung sowie 
einer Theorie héherer Ordnung festzulegen. 

Fiir den Fall, daB sich ein Elektronenstrahl in 
einem metallischen Triftrohr bewegt, so da8 ihm 
zwischen den Bezugsebenen z=a und z=b weder 
elektromagnetische Leistung zugefiihrt noch ent- 
zogen wird, lauten die Gl. (68) und (69) 
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Clee Mes, pike 
iis, BE LOI gyeagee than Oe (75) 
Ib ae) ei) 

AN Ee ae (76) 


Aus Gl. (76) sieht man, da8 ein Anwachsen der 
kinetischen Leistung bei der Signalfrequenz nur 
dann méglich ist, wenn gleichzeitig die kinetische 
Leistung bei der Idlerfrequenz ansteigt. Ist dies der 
Fall, so sagt Gl. (75) aus, daB die kinetische Lei- 
stung bei der Pumpfrequenz am Strahl abnehmen 
mu. Die Summe aller drei Anteile ist nach Gl. (41) 
konstant: 

0 
ao (Sip + Sia + Sus) = 0. (77) 

Ks ist nicht uninteressant, die Gl. (66) und (67) 
im Zusammenhang mit einer Arbeit von Havs [1] 
zu diskutieren. Havs hat ein kinetisches Leistungs- 
theorem fiir longitudinale parametrische Verstarker 
unter folgenden Voraussetzungen abgeleitet: Es 
wird angenommen, da die Lésungen der Grund- 
gleichungen fiir einen mit der Pumpe stark aus- 
gesteuerten Strahl bekannt sind (dies entspricht dem 
,,Gleichstromfall“ der iiblichen Kleinsignalrechnung 
fiir einen nur mit einer Frequenz ausgesteuerten 
Strahl). Als Stérung dieses ,,Gleichstromfalles“ wird 
der Strahl bei der Signalfrequenz mit kleinen Am- 
plituden ausgesteuert, wobei die Frequenzen mfp 
+f; entstehen. Die Grundgleichungen sind in den 
Storungen linear. Das Leistungstheorem, welches 
unter diesen Voraussetzungen gewonnen wird, laBt 
sich unter Verwendung der hier gewahlten Bezeich- 
nungsweise folgendermaBen anschreiben: 


0 78 
me (2, Me Jae WF me Vn, Mz Shey m ( 
: Sy 
Mm, m=+1 M1 W1 + M2 We 
Es ist — zufolge der Kleinsignalannahme — in 


Gl. (78) zu beriicksichtigen, daB in V»,..1 und 
JIm,,+1— gegeben durch die Gl. (35) und (24) — 
nur Fourieramplituden der Geschwindigkeit und 
Raumladungsdichte bei den Frequenzen mfp und 
mfp + fs vorkommen kénnen. 

Gl. (78) ergibt fiir den Fall des Strahles im Trift- 
rohr, wenn alle Frequenzen auBer fs = fg und fj = 
fi — fe vernachlissigt werden, die Gl. (76). Da das 
kinetische Leistungstheorem (78) aber die Pump- 
frequenz fp gar nicht enthailt, ist es unméglich, unter 
den Annahmen einer Kleinsignalrechnung explizit 
die Anderungen der kinetischen Leistungen bei der 
Pumpfrequenz und ihren Oberwellen zu studieren, 
eine Tatsache, auf welche auch Haus in seiner Ar- 
beit hinweist. 

Die Pumpfrequenz und ihre Oberwellen koénnen 
in ein kinetisches Leistungstheorem nur auf Grund 
einer nichtlinearen Rechnung explizit einbezogen 
werden. Das Ergebnis einer solchen Rechnung unter 
Benutzung eines zweifachen Fourieransatzes sind 
die Gl. (66) und (67). 

Diese beiden Gleichungen sind zufolge ihrer All- 
gemeinheit sehr kompliziert. Die Frage besteht nun 
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darin, ob sich aus diesen Gleichungen durch sinn- 
volle Vernachlassigungen Aussagen machen lassen, 
welche iiber das rein Prinzipielle hinausgehen. 

Es soll wieder ein Strahl in einem metallischen 
Triftrohr betrachtet werden (Bild 5). 


Elektronenstrahl 


Bild 5. Symmetrische Erregungsparameter nach Gl. (79) 
und (80). 


Man kann jetzt symmetrische Erregungspara- 
meter einfiihren, welche in der Ebene 1 gegeben 
sind durch 


Lin m 
Vin, Mh, 75" (s@m, mg, 1%m, my) » (79) 


(80) 


OJ m, M, — \7 ie (s@m,m, + 14m, ims) * 

Fir die GréBen 6b in der Ebene 2 gelten analoge 
Gleichungen. Die GréBen Zp, m, = 1/¥m,m, Sind die 
charakteristischen Strahlimpedanzen bei den Fre- 
quenzen m1 fi + mefe. 

Mit den Gl. (79) und (80) sowie den analogen 
Gleichungen fiir die GréBen b kann fiir den Zuwachs 
an kinetischer Leistung im Strahl bei der Frequenz 
m1 f1 + m2f2 zwischen den Ebenen | und 2 


2Re (Gelana, Veen) 


= (| s@m, m,|2 — | Ons) ats (Poe i 


(81) 
| 1a, Ms | 2) 


geschrieben werden. sa und ja kénnen demnach als 
, 8chnelle und ,,langsame‘‘ Welle am Strahl inter- 
pretiert werden. 

Nimmt man an, daB der Strahl nur schnelle Wel- 
len bei den Frequenzen fp, fj und fs tragt, so folgen 
fiir den Strahl im Triftrohr aus Gl. (66) und (67) die 
Gleichungen 


d iva 
Aca Tem lee wah te 
iL ol Gl 
a ait ieee ve GUST Ps 
Ws dz |s| aj dz dee ie) 


Haus erhalt in seiner bereits zitierten Arbeit un- 
ter gleichen Voraussetzungen nur die Gl. (83), nicht 
aber die Gl. (82). Das ist auch einzusehen, da ja 
Haus den ,,Gleichstromfall eines mit der Pumpe 
stark ausgesteuerten Strahles mit einer Storung bei 
der Signalfrequenz versieht, und infolgedessen in 
der Leistungsbilanz der ,,Stérungen‘‘ die Pump- 
frequenz mit ihren Oberwellen nicht erscheinen 
kann. 

Haus kann mit dem Ansatz 


ie As ie Ci1 C12 as 
dz \ a C21 C22 Aj 


zu einem System linearer Differentialgleichungen 


(84) 


A.E.U. Band 14 
[1960], Heft 6 


gelangen und erhalt mit einem Exponentialansatz 
die Fortpflanzungskonstanten und damit die Be- 
dingungen fiir ein Anwachsen der kinetischen Signal- 
leistung (und damit gleichzeitig der Idlerleistung) 
am Strahl. Die Koeffizienten cjj in Gl. (84) miissen 
natiirlich mit Gl. (83) vertraglich sein. 

Das Ergebnis, das ein Anwachsen der kinetischen 
Leistung am Strahl bei der Signalfrequenz und 
Idlerfrequenz voraussagt, ist zwar durchaus kon- 
sistent mit dem Erhaltungssatz (83), der aus Klein- 
signalitberlegungen folgt, enthalt aber nicht die 
Vorstellung, daB sich die gesamte kinetische Ener- 
gie am Strahl nur bei Vorhandensein eines Energie- 
austausches mit elektromagnetischen Feldern an- 
dern kann. 

Die hier durchgefiihrte Rechnung mit Fourier- 
komponenten kann die Pumpe und ihre Oberwellen 
erfassen und liefert zwei Energiebeziehungen, nam- 
lich die Gl. (82) und (83). 

Wenn man versucht, einen mit den Gl. (82) und 
(83) vertraglichen linearen Ansatz zu machen, so 
erhalt man 


q Ap j ky 0 (0) ap 
RE as => 0 j koe 0 Ag > (85) 
Ay 0) O jks aj 
kij reell . 


Das ist aber die triviale Aussage, da8 der Ansatz 
nur dann Berechtigung hat, wenn sich die kineti- 
schen Leistungen bei den einzelnen Frequenzen 
langs des Strahles nicht andern. 

Dieses Ergebnis ist auch vollkommen einzusehen: 
Ein linearer Ansatz ist nur in der Kleinsignaltheorie 
berechtigt; er kann konsistent mit dem Kleinsignal- 
Erhaltungssatz gewahlt werden und liefert nach 
Lésung der Differentialgleichungen Fortpflanzungs- 
konstanten. Fortpflanzungskonstanten sind daher 
das Charakteristikum einer linearen Betrachtung, 
die aber die Pumpe leistungsmaBig nicht zu erfassen 
vermag. Da die Gl. (82) und (83) die Pumpe explizit 
enthalten, mu8 ein System von Differentialgleichun- 
gen fiir ap, as und a; notwendigerweise nichtlinear 
sein, wenn die Lésungen sinnvoll und mit dem 
Energiesatz vertraglich sein sollen. 

Ks ist daher einzusehen, daB Aussagen aus den 
Energiesatzen (66) und (67), die iiber das rein Prin- 
zipielle hinausgehen, schwer zu machen sind. Die 
Vernachlassigung von héheren Frequenzen in den 
Grundgleichungen erscheint auf Grund der Unter- 
suchungen von Rox und Boyp zumindest fiir ,,lan- 
gere’ Triftstrecken problematisch. Soll eine Theorie 
héherer Ordnung fiir longitudinale, parametrische 
Elektronenstrahlverstirker durchgefiihrt werden 
(was durch Spezialisierung der hier angegebenen 
Gleichungen prinzipiell méglich ist), so wird es not- 
wendig sein, zuerst den Einflu8 der Dispersion des 
Strahles auf die parametrische Verstarkung quanti- 
tativ zu verstehen. 


Herrn Prof. Dr. H. W. Kénte danke ich fiir die 
Anregung zu dieser Arbeit und fiir wertvolle Hin- 
weise anlaBlich vieler Diskussionen. 
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Bezeichnungen 
An, nz komplexe Fourieramplitude des Vektors A, 
cA konjugiert komplexer Wert von 4, 
sl, 1a symmetrische Erregungsparameter fiir den 
Elektronenstrahl, 
elektrischer Feldvektor, 
Frequenz, 


magnetischer Feldvektor, 


Konvektionsstromdichte, 

imaginare Einheit, 

elektromagnetische Leistung, 
elektromagnetische Leistungsdichte, 
Ortsvektor, 

Poyntingscher Vektor, 

kinetische Leistungsdichte, 

Zeit, 

verallgemeinertes kinetisches Potential, 
elektromagnetische Energiedichte, 
kinetische Energiedichte, 
Langenkoordinate der ebenen Elektronen- 
stromung, 

Dielektrizitatskonstante des leeren Raumes, 


NS Ey fe) ta) 5/3 ty GY be 


isv) 
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» = e/m > 0 spezifische Ladung des Elektrons, 


lo Permeabilitat des leeren Raumes, 

Q Raumladungsdichte, 
co co 

Sh eS seers 

Ny Ne Ni =— CO Ny»= — co 

Sy ~ ann, = DS XS an, n, — 400; 

Ny Neg Ny Ny 

o Strahlquerschnitt, 

a5 Volumen, 

(2) Kreisfrequenz. 
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Beitrag zur mathematischen Beschreibung von Impulsleitern 


Von RupoLtr HOFMANN 


OSRAM-Studiengesellschaft Berlin 


(A.E.U. 14 [1960], 255-261; eingegangen am 21. Januar 1960) 


DK 621.374 


Fiir das Verhalten linearer Systeme mit Impulselement wird eine geschlossene Darstellung ge- 
geben. Dabei wird vorausgesetzt, da das Impulselement eine stetige Eingangsfunktion in Im- 
pulse beliebiger Gestalt verwandelt. Die Anwendung der diskreten Laplace-Transformation auf 
Treppenfunktionen fiihrt auf eine Impulsleitergleichung, die auch auf geschlossene Kreise (Rege- 
lung, Riickkopplung) angewendet werden kann. Die Durchrechnung konkreter Aufgaben soll dem 
Praktiker die Anwendung der Ergebnisse erleichtern. 

A closed presentation is given for the behavior of linear systems with pulse element. It is assumed 
that the pulse element converts a continuous input function into pulses of any desired shape. The 
application of the discrete Laplace transformation to staircase functions leads to a pulse network 
equation which can also be applied to closed loops (automatic control, feedback). The complete 
calculation of special problems is to facilitate the adoption of the results to the practical engineer. 


1. Einleitung 


Zur mathematischen Beschreibung der Vorgange 
in linearen Systemen (Schaltungen), die einer Im- 
pulserregung unterliegen, wurden in den letzten 
Jahren verschiedene Methoden entwickelt. 

Ungenau und umstandlich ist die Berechnung der 
Vorgainge auf graphischem Wege, ungeeignet be- 
sonders dann, wenn der stationare Endzustand inter- 
essiert. AuBerdem gibt diese Methode keine Méglich- 
keit, die Abhangigkeit der Vorgiinge von den Para- 
metern des linearen Systems zu untersuchen. Die 
Fourieranalyse, die in der Nachrichtentechnik weit 
verbreitet ist, liefert das Resultat in Form einer 
unendlichen Reihe und erweist sich dadurch prak- 
tisch ebenfalls als ungeeignet. Selbst die gewohnliche 
Laplacetransformation kann nur bei Impulseinwir- 
kungen spezieller Form mit Vorteil verwendet 


werden. 


Alle diese Methoden verlieren jedoch ihre Wirk- 
samkeit bei impulserregten Riickkopplungsschal- 
tungen. - 

Um eine einheitliche Berechnungsmethode zu 
schaffen, wurde ein mathematisches Verfahren (be- 
sonders durch russische und amerikanische For- 
scher!) entwickelt, das der Eigenart einer Impuls- 
schaltung Rechnung tragt. 

Unter Impulsschaltungen werden dabei Systeme 
verstanden, die aus einem Impulselement? und aus 
einem linearen Kreis bestehen, wobei das Impuls- 


1 Wegen der Vielzahl fremdsprachiger Publikationen 
auf diesem Gebiet sei auf die grundlegenden Arbeiten von 
J.S. Zyekrn [1], W.Hurewicz [2] und W. W. Soto- 
DOWNIKOw [3] hingewiesen, in denen umfangreiche Litera- 
turzitate gegeben werden. 


2 In der deutschen Literatur meist ,,periodischer Taster“ 
genannt [4], [5], [6]. 
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element eine stetige Einwirkung in eine Reihenfolge 
von Rechteckimpulsen umwandelt, die gleichen Ab- 
stand haben und deren Amplituden der Starke der 
Einwirkung proportional sind. Mit Hilfe des mathe- 
matischen Werkzeuges der ,,diskreten Laplace- 
transformation“, die auf Treppenfunktionen wirkt, 
ist es méglich, die Theorie und Methode der Berech- 
nung der Impulsschaltungen der Theorie und Be- 
rechnungsmethode der gewohnlichen Schaltungen 
anzugleichen. 

Die vorliegende Arbeit betrachtet Impulsfolgen 
beliebiger Gestalt. Diese Verallgemeinerung der Im- 
pulsform ist, wie die folgenden Uberlegungen zeigen 
werden, kein Hindernis bei der Berechnung des Ein- 
schwingvorganges und des stationaren Endzustan- 
des impulserregter linearer Systeme. Auch hier ge- 
langt man durch die Anwendung der diskreten 
Laplacetransformation zu dem Begriff des _,,Uber- 
tragungsfaktors‘‘, in welchem ebenfalls die spezi- 
fischen Eigenschaften des betrachteten Impulsleiters 
stecken. Gleichzeitig stellt diese GroBe eine formale 
Analogie zu dem Ubertragungsfaktor der gewohn- 
lichen linearen Schaltungen her. 

Die Durchrechnung konkreter Aufgaben soll dem 
Praktiker die Anwendung der Ergebnisse erleichtern. 


2. Die Gleichungen des Impulsleiters 
im Bild- und Originalbereich 
der gewohnlichen Laplacetransformation 


Die EingangsgréBe Y(t) des Impulselementes sei 
eine beliebige Funktion der Zeit. Es bezeichne 7’ 
eine feste Zeit. Das Impulselement stellt den Wert 


der Funktion Y (i) an den diskreten Zeitpunkten 
t=mT (m =0,1,2,...) fest und gibt als Aus- 
gangsgroBe Y(t) eine Folge von Impulsen der will- 
kirlichen Gestalt Ym, (¢) multipliziert mit Y(m7') 


weiter. Die AusgangsgréBe Y(t) ist dann gegeben - 


durch (Bild 1) 
Y(t) = 2 ¥m(t) = 2) Pm(t) Vm), 


m=0 (1) 
== Onleaanen 
mit . 
0 fir t<mT 
Pm(t)= 4 A(t) far mP <t<(m+1)T (2) 
0 fir t2(m4+1)7. 


1 ! ' 1 
mT _ (m*i)T ay 
[a 


Bild 1. Kingangs- und AusgangsgréBe des Impulselementes 
schematisch. 
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Die Verbindung von Impulselement mit einem 
linearen System (Bild 2) ergibt den Impulsleiter. 


AusgangseréBe des Impulsleiters sei X (¢). 


y(2) ne) [_ y() 
Impulselement lineares System 


Bild 2. Impulsleiter schematisch. 


Man kann jedes lineare System, auf das eine Im- 
pulsfolge nach Bild 1 wirkt, als einen Impulsleiter 
behandeln, ganz gleich ob ein Impulselement vor- 
handen ist oder nicht. Dazu ist nur die Vorstellung 
notwendig, daB die Impulse, die auf das System 
wirken, die Ausgangsveranderlichen irgendeines an- 
genommenen Impulselementes seien. Die Kingangs- 
veranderliche dieses angenommenen Schaltelemen- 
tes braucht dabei nur in den Zeitpunkten t = mT 
(m = 0,1,2,...) bekannt zu sein. 

Zur vorlaufigen Berechnung der Ausgangsveran- 
derlichen X (t) des Impulsleiters transformieren wir 


a (t) mittels der gewéhnlichen Laplacetransforma- 
tion in den Bildbereich. 
Mit 3 


T 
a(s) = [ A@e"de (3) 
wird 
Ym (8) = als) 6 “2 y a) 
und 
y(s) = J, a(s)e-™™" ¥ (mT). (4) 
m=0 


Der lineare Zweig des Impulsleiters wird, wie jedes 
lineare System, durch einen Ubertragungsfaktor /(s) 
charakterisiert. Dieser Ubertragungsfaktor stellt das 
Verhaltnis der Bildfunktion (im Bereich der gewohn- 
lichen Laplacetransformation) der Ausgangsveran- 
derlichen zur Bildfunktion der Eingangsverander- 
lichen des linearen Zweiges dar. f(s) ist im all- 
gemeinen eine gebrochen rationale Funktion: 


Der Grad M des Zahlers Z(s) tibersteigt nicht den 
Grad N des Nenners N (s). Damit folgt fiir die Aus- 
gangsveranderliche des Impulsleiters im Bildbereich 


x(3) = »i k(s)e—™Ts Y (mT) (5) 


ee m=0 
—— (s) = f(s) a(s). 


3 Die Bezeichnungsweise ist G. Doertscu, Tabellen zur 
Laplace-Transformation (Berlin 1947) entnommen. 


& 
act ing F 
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Der Ubergang in den Originalbereich liefert 
-, 2 
(K (2) o—e k(s)) 


‘X() = >) K(t— mT) Y (mT). (6) 


m=0 
Fiir die weiteren Betrachtungen ist es zweck- 
maBig, die Zeit ¢ durch die relative ZeitgréBe t =t/T 
zu ersetzen. 
Bei diesem Zeitmafistab wird die Impulsperiode 


gleich eins und 
n 


X(t) = >) K(t—m)Y(m). (7) 
m=0 
Wir setzen nun 
t At 
Saar a re: 


At zahlt vom Beginn der letzten Impulseinwirkung 
an. e = At/T ist die relative GréBe dazu, die nur 
in dem Bereich zwischen 0 und 1 variiert. Mit diesen 
Bezeichnungen folgt aus Gl. (7) 


X(n+e)= > K(n—m+e)¥(m). (8) 
m=0 

Da die Argumente der Funktionen in GI. (8) nur 
diskrete Werte ¢ = n + e¢ annehmen, die vonein- 
ander den gleichen Zeitabstand haben, kann auf 
X(n-+ ¢€) die diskrete Laplacetransformation an- 
gewendet werden. 

Weil bei den nun folgenden Berechnungen einige 
Satze und Formeln der diskreten Laplacetransfor- 
mation eine dominierende Rolle spielen werden, soll 
im nachsten Abschnitt zur Erleichterung des Ver- 
standnisses eine kurze Zusammenfassung dieser lau- 
fend verwendeten Beziehungen gegeben werden. 
Eine ausfiihrliche Darstellung der Grundlagen und 
Satze der diskreten Laplacetransformation findet 
sich in [1]. 


3. Die diskrete Laplace-Transformation 


In Analogie zur gewohnlichen Laplacetransfor- 
mation 


f(s) = | Fede 
6 
wird die diskrete Laplacetransformation definiert 
durch die Beziehung [1] 


co 


f(g) = 2, P(n) en. (9) 


n= 


Dabei ist g = & + in eine komplexe Zahl und 
heiBt Transformationsparameter. /*(q) nennt man 
die Bildfunktion von F (n), F (n) heiBt Originalfunk- 
tion, oder mit Benutzung des Korrespondenz- 
zeichens 


D 
F(n) o—e f*(q), 
Die Bildfunktionen sind Funktionen von e?: 


f(g) = Fe). 


j*(q) 00 F(n)- 
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Fir die Existenz einer Bildfunktion ist es not- 
wendig, daf die in Gl. (9) angegebene Reihe konver- 
giert. Dazu gilt folgender Satz: Wenn die Reihe (9) 
fiir Re(q7) = & konvergiert, so konvergiert sie fiir 
alle g mit Re(q) > &, und zwar absolut und gleich- 
mabig. 

Die kleinste der unteren Schranken éo, fiir die die 
Reihe (9) konvergiert, wird Konvergenzabszisse & 
genannt. Ist fiir eine vorgegebene Treppenfunktion 
F(n) die Konvergenzabszisse & < oo, dann kon- 
vergiert die Reihe (9) bei allen g mit Re(q) =& > &,. 
In diesem Fall hei8t die Treppenfunktion F'(n) 
transformierbar. 

Von den zahlreichen Grundregeln und Satzen der 
diskreten Laplacetransformation [1] ist fiir unser 
spezielles Problem der Faltungssatz von Wichtig- 
keit. Er lautet: 

Ist 


filge—o Fy(n) und f$(q) e—0 Fe(n), 
dann gilt 


f(g) fi(q) e—0 >, Film) Fo(n — m) = 
; (10) 
= a Fy(n — m) F2(m). 


Die Riicktransformation von der Bildfunktion zur 
Originalfunktion vermittelt die Umkehrformel 


e+in 


1 
Pin) = 5; [ fiavereag. 


c—it 


(11) 


Das Integral ist dabei tiber eine Vertikale W 
(Bild 3a) mit der Abszisse c in der Konvergenz- 
halbebene von /*(q) zu erstrecken derart, daB alle 
Singularitéten von /*(q) links der Vertikalen W 


2-Ebene 


im — q-Ebene 


| \ 


c 
it 


Grundstreifen 


(a) 
Bild 3. (a) Der Integrationsweg in der g-Ebene. 
(b) Der Integrationsweg in der z-EKbene zur Berech- 
nung von I’(n). 


liegen. Durch geeignete Substitution 1a8t sich die 
Berechnung von F'(n) vereinfachen. Setzt man 


op ana (12) 
dann wird 
f*(q) =f*(et) =f*@, etdg = de 
und GI. (11) geht tiber in 
oo = $j gu-1dz. (13) 
K 
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Der Integrationsweg W in der q-Ebene (Bild 3a) 
wird durch Gl. (12) auf den Kreis K in der z-Ebene 
(Bild 3b) abgebildet. Der Radius des Kreises K ist 
e¢. Die Pole q, der Funktion /*(q), die links von der 
Strecke W liegen, gehen in die Pole z, = ev der 
Funktion /*(z) tiber; diese liegen innerhalb des 
Kreises K. F(n) kann somit durch Anwendung des 
Residuensatzes der Funktionentheorie berechnet 
werden. 

Fiir die Berechnung der Impulsleitergleichung 
und fiir die darauf folgende Durchrechnung speziel- 
ler Aufgaben bendétigen wir die Korrespondenzen: 


Lj oe 2 (abe oe = 
eine ele ie’ 
D eg 
Nn O— (eo 12’ 
beh) Ae oe 
2 ae "(a De)’ 
1 D ed 


(1 — e%”) o—e (14) 


Ie (e7 — e) (ef — 1)’ 
D e24¢ 
l= a(n+1) 
Toe! 5 Jo * (ev— ex) (e@— 1)’ 
she (—1)” D e@ 


ie [ice ae @ 


(ete) (7 FI) 
4. Die Impulsleitergleichung im Bildbereich 
der diskreten Laplacetransformation 


Wir wenden auf Gl. (8) die diskrete Laplacetrans- 
formation (9) an: 

a oon (15) 
> Xa é)e "9 — >» > K(n—m+ &) Y(m)e-"4, 
n=0 n=0m=0 

Nach dem Faltungssatz (10) erhalt man fiir die 
rechte Seite 


co n 


K(n—m-+ €)Y¥(m)e-™4 = 


n=0 m=0 


Mit den Bezeichnungen 


2 X(n er Reins a* (q, S)5 


n=0 


Ms 


DY inom =v"), (16) 
ase + €) e-"d = g*(q, «) 
findet man aus GI. (15) 
a*(q, €) = 9*(q, €) y*(q)- (17) 


Die Beziehung (17) ist die gesuchte Impulsleiter- 
gleichung im Bildbereich. Bildet man das Verhaltnis 
der Bildfunktion der Ausgangsveranderlichen zur 
Bildfunktion der Eingangsveranderlichen, so ergibt 


sich g*(q, e), der Ubertragungsfaktor des Impuls- 
leiters. 
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5. Die Berechnung des Ubertragungsfaktors 9*(q, €) 


Die Funktion K (t), die man zur Berechnung des 
Ubertragungsfaktors g* (q, ¢) braucht, ermittelt man 
aus 

k(s) = f(s) a(s). (18) 

Es sei f(s) gis F(é) und a(s) Any A(t). Durch 
Riicktransformation von Gl. (18) unter Beachtung 
des Faltungssatzes der gewohnlichen Laplacetrans- 
formation bekommt man bei Beachtung von Gl. (3) 


t 
K()=T f Fit—1) A(t) dt = 
: (19) 


1 
= [ Fie 1) A(z) dt. 
0 


F(t) kann als Reaktion des linearen Zweiges auf 
eine zur Zeit ¢ = 0 an seinen EHingang gelegte Delta- 
funktion 6(t) (Nadelfunktion) gedeutet werden. Mit 
diesem Ergebnis geht man jetzt in den Ausdruck (16) 
ein und erhalt 

co 61 
| F(n+e—1)A(t)dtre-™ = 


=00 


g* (4,8) = T 


1 
= 2) fle) Atart (20) 


+ S) Fin+te— en A(par|— 
F(e—t)A(t)dt+ 


Fin+te— r)e-M A (2) : 


Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, daB der 
Ubertragungsfaktor /(s) des linearen Systems mehr- 
fache Pole besitzt: 


$8, mit der Vielfachheit v1 
sg mit der Vielfachheit v2 


©; \0b0 fe. 0) 6.6) @) 0,0) eae) 6 Fete) (slat islse) 6 


So mit der Vielfachheit v, . 


Dabei muB v; + vg + +++ + %.=WN sein, wenn 
N den Grad des Polynoms N (s) im Nenner von f(s) 
bedeutet. Die Pole sz; berechnen sich als Wurzeln 
der Gleichung N(s) = 0. Wenden wir auf f(s) die 
Umkehrformel der gewéhnlichen Laplacetransfor- 
mation an, dann folgt 


Secaesy Pers eae e 
F(t) ==— Wey ctds= >) Res(6r). (21) 


Die Residuen Res(s;) bestimmt man nach den 
Satzen der Funktionentheorie: 


Res (s,;) = 
1 po OE as) 
= ——__] 
(ot; —D)! go4, ds™—2 ee 
Lest ats ars Zs) 
= (vg — 1)! dst FE (s — sx)” ef 


(s) 


(22) 


(s ad = 


S=S8k 
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Auf das Produkt der beiden Funktionen 
Z(s) 
N (s) 


wendet man die Produktregel der Differentiation an 
und erhalt 


(s — sx)"* und est 


mz—1 "a 


d 
R ENS 4 ——— prt i a = 7 2: 
es (Sx) ea Aa dpi ek mit. $,7' = pz. (23) 
Ax, bedeutet 
ge dees? tPZ, (8) 
An= , 
OS aay ee TD)! ds—7-1 ae a] 


Die Umkehrformel (21) liefert somit schlieBlich 
fiir die Originalfunktion F(t) den Ausdruck 


M=2, 24a gir. (24) 
Gl. (24) in (20) eingesetzt fiihrt zu der Beziehung 
Quateat d? 
g*(q, €) = Tr >, oF Axa Ane 
k=14=0 


(25) 


mit 


und 


Mit Gl. (25) 14Bt sich der Ubertragungsfaktor des 
Impulsleiters aus dem Ubertragungsfaktor seines 
linearen Zweiges berechnen. Die von der Eingangs- 
erdBe y*(q) unabhangige Impulsform A(t) (0 <t <1) 
kann dabei beliebig vorgegeben werden. Eine Folge 
von Rechteckimpulsen ist ein spezieller Fall der all- 
gemeineren Formel (25). 


6. Die Riicktransformation der Bildfunktion x* (q, ¢) 
in den Originalbereich 


Zur Riicktransformation von Gl. (17) in den Ori- 
ginalbereich setzen wir 


y* (q) 7 Py (n). 


ePk 


ef — ere 


Dann folgt aus Gl. (17) und (25) fiir die Ausgangs- 
veranderliche 


@ %—1 d’ 
X(n,2)=T A 
(n, €) 2 ds KA Tp (26) 


- {ere [Hy (e) ¥ (n) + Hi Px(n)]} - 


Liegt der Sonderfall einfacher Pole vor (v, = 1; 
k=1,2,...,N), dann geht Gl. (26) tiber in 


Nv — 
X(n,e) =T >’ Ag {or* (Hele) ¥ (n) + He Pe(n)]} 
k=1 (27) 
mit Ax = Z,(s;)/N’ (Gar 


Die Treppenfunktion Pz(n) kann nach Gl. (10) 
berechnet werden. Bei der Durchrechnung konkre- 
ter Aufgaben wird man zweckmaBig die Rechnung 


ts 
rr ae 
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im Bildbereich vollstaéndig durchfiihren, d.h. in 
Gl. (17) das vorgegebene y*(q) einsetzen und dann 
erst die Ubertragung in den Originalbereich vor- 
nehmen. In vielen Fallen erspart man sich dadurch 
beschwerliche Summationen (Faltungssatz). 

Die Ausgangsveranderliche X (n, ¢) ist eine Trep- 
penfunktion, die noch vom Parameter ¢ abhangt. 
Sie beschreibt den Zustand des Systems zu einem 
beliebigen Zeitpunkt n+ e¢ (n = 0, 1, 2,...; 
0 Se<1), d.h. die Vorginge im System sind prak- 
tisch fiir jeden Zeitpunkt ¢ = n + e berechenbar. 

An praktischen Beispielen soll Gl. (26) im nach- 
sten Abschnitt erprobt werden. 


7. Beispiele zu Gl. (26) 
Beispiel a) 
Das lineare System sei ein integrierendes Glied 
mit dem Ubertragungsfaktor 
L(S)relLo ss 
Zur Zeit t = 0 werde an den Eingang des Impuls- 
leiters eine konstante Spannung Up gelegt: 
D eg 
Y(n)= Uo, Y(n)o—e Uo isi 
Dann liefert Gl. (26), wegen 9 = 1, s1 = 0, N = 1, 
A= 0, k =1 und Gl. (14) 
te 


= y*(q). 


X(n, €) = Uo [H(e) + nH] (28) 
0 
€ al 
mit H(e)= f A(t)dr und H=| A(t)dr. 
0 0 
Nur fiir den besonderen Fall 
H=0 (29) 


nahert sich die Ausgangsspannung X(n, ¢) mit 
wachsendem n einem endlichen stationdaren End- 
wert Xstat (n, ¢). Die Sagezahnfolge (Bild 4a) 
1 — 2¢ fir OSt<1 
A=| 0 seefur Fs 1 
z. B. erfillt die Bedingung (29). Gl. (30) in Gl. (28) 
eingesetzt liefert das Resultat (Bild 4b) 


(30) 


X(n, 0) = Uo 7-e( 6). (31) 


0 


Die Ausgangsspannung des Impulsleiters hat dem- 
nach parabolischen Verlauf. Die Funktion ist in 
Bild 4b dargestellt. 


1 
( —— 
AD \ AT 


(a) (b) 


Bild 4. (a) Sagezahnfolge Gl. (30). 
(b) Ausgangsveranderliche des 
stems nach Gl. (31). 


integrierenden Sy- 
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Wahlen wir fiir dasselbe System die alternierende 
Spannung (— 1)” Up als Eingangsgrofe, 


D U Coste 
Y(n}=(—1)"Uo, V(n)o—e Oede T =y*(q), 
dann folgt wegen GI. (14) und (25) aus Gl. (26) 
it ie 
X(n, €) =(—1)"Uo AH eta: Uh he 1}. 
(32) 


In diesem Fall nahert sich fiir beliebiges A (¢) die 
Ausgangsspannung X(n, ¢) mit wachsendem n einem 
endlichen stationaren Endwert X*tat (n, ¢). Es sei 
A(t) = 1. Auf den linearen Zweig wirkt dann eine 
Folge alternierender Rechteckimpulse  gleicher 
GréBe Uo (Bild 5a). Wegen H(e) = e und H = 1 
folgt aus Gl. (32) 


X(w, 8) = (1) Vo i f Sei 1h} (33) 


Die Funktion ist in Bild 5b dargestellt. 


Ao Tia 
0) 1 2 
i; > 
(a) 
[Meee ee 
YT 
i Io 
X(ne) 
| 
0) 1 2 
(b) ie A 


Bild 5. (a) Eingangsverinderliche des linearen System- 
zweilges. 
(b) Ausgangsveranderliche des integrierenden Sy- 
stems nach Gl. (33). 


Beispiel b) 

Die auf den linearen Zweig des Impulsleiters ein- 
wirkende Impulsfolge sei eine Folge alternierender 
Rechteckimpulse gleicher GréBe Ao (etwa erzeugt 
durch ein Relaiselement). Der Ubertragungsfaktor 
des linearen Zweiges sei 

a(s—a 
fe 


(s + a)? 


Gesucht wird der stationire Endzustand Xstat(n, ¢) 
der Ausgangsveranderlichen X (n, «). 

Wegen Z(s) = (s —a)a, N(s) = (s + a)2, vy =2, 
$1 = —4,p1 = p= —aT = —«, 0 = 1, A(t) =A 
und Y(n) = (—1)” folgt aus Gl. (25) und (26) 

1 j) 
X (n, €) = (—1)"a Ao S (—1)*Ay, as 


A4=0 
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Den eingeschwungenen Zustand Xs™* (n, €) erhalten 
wir durch den Grenztibergang ” —> oo: 
1 a 
d 


Xstat(n, 6) = (— 1)"2Ao >, (—1)*Ay, ape 
4=0 % 


Im allgemeinen wird Xstat(n, 0) +0 sein. Fur die 
weiteren Rechnungen fordern wir 
Astat(n, 0) = 0. 

Wenn man diese Forderung an die Funktion (35) 
stellt, erhalt man nach elementarer Rechnung eine 
Bedingung zwischen dem Systemparameter a und 
der Impulsperiode 7’. Aus Gl. (35) folgt dann die 
Bedingung 

E (a) =2a—sinha=0. (36) 
Fir kleine « geht dieser Ausdruck tiber in 
L(a)xra>o0. 
Fiir groBe « erhalten wir 
E(a) » —sinha <0. 
Bild 6 zeigt den Verlauf von E («). 


Etc) eo 


Bild 6. Der Verlauf von EH («) nach Gl. (36) schematisch. 


Ist also die Bedingung (36) mit «9 = aT erfillt, 
dann geht Gl. (35) tiber in 


ee %o& 


K (e+ K)—1 
K =e %/(1 — e—*), 


Durch Nullsetzen der ersten Ableitung nach « er- 
mittelt man den Zeitpunkt des maximalen Aus- - 
gangswertes : 


Xstat(n, e) = (—1)" Ag 


(37) 


mit 


l—a Kk 
Ko ; 


Emax = (38) 
Damit geht man in Gl. (37) ein und erhalt schlieB- 
lich den gré8ten Wert der Ausgangsveranderlichen 
selbst: 


Xo K 
Xst0t (2, emae) = (—1)" Ag ( : 


aa 1). (39) 


In Bild 7 ist die Form der stationdren Ausgangs- 
veranderlichen (37) dargestellt. 


Aman NE mack 


max 


Xstt(ne) 


Bild 7. Form der stationaren Ausgangsspann XStat 
nach Gl. (37). eget hod 
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8. Regelkreis mit Impulselement 


Wir betrachten einen Regelkreis (Riickkopp- 
lungskreis) mit dem Wirkschema nach Bild 8 und 


y 

YE) Zt) 
Regelstrecke ee ? 
a 


Y(t) 


Impuls- 
element 


Bild 8. Regelkreis mit Impulselement. 


setzen voraus, daB Regelstrecke und Regler durch 
lineare Differentialgleichungen mit konstanten Ko- 
effizienten beschrieben werden kénnen. Man kann 
weiterhin ohne Einschrankung der Allgemeinheit 
annehmen, da der geschlossene Kreis durch eine 
auBere Storung Z(#) am Hingang des Impulsele- 
mentes gestért wird (Bild 8). Falls die auBere Ein- 
wirkung an irgendeiner anderen Stelle des linearen 
Zweiges erfolgt, kann man sie stets auf eine Ein- 
wirkung am Eingang des Impulselementes zuriick- 
fiihren. Offnet man das System am Eingang des 
Impulselementes (~), so entsteht ein Impulsleiter. 
f(s) sei der Ubertragungsfaktor des linearen Zweiges. 
f(s) errechnet sich leicht. Bedeuten f;(s) und fe(s) 
die charakteristischen Ubertragungsfaktoren der 
Regelstrecke bzw. des Reglers, dann ist 


f(s) = fi(s) fa(s) - 


Nach Abschnitt 4 kann man daraus den Uber- 
tragungsfaktor g*(q, ¢) berechnen und die Bild- 
gleichung des offenen Kreises hinschreiben : 


x*(q, €) = 9* (4, €) y* (7, 9) (40) 


und fiir e = 0 
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a*(q, 0) = g*(q, 0) y*(q, 0). (41) 


Fur die Kingangsveranderliche des Impulselementes 


im geschlossenen Kreis gilt offenbar im Original- 
bereich : 


Y(n,€) = Z(n, €) — X(n, €). (42) 
Wir tibersetzen (42) in den Bildbereich und erhalten 


y™ (q, €) = 2*(q, €) — x*(q, €) (43) 
und fiir e = 0 
y* (q, 0) = 2*(q, 0) — x*(q, 0). (44) 


Eliminieren wir aus Gl. (44) und (41) a*(q, 0), dann 
bekommen wir 


y* (q, 9) 


g* (G50). (45) 


1 
1+ 9*(q, 0) 
Wenn man jetzt y* (q, 0) aus GI. (45) in (40) einsetzt, 
findet man fiir die Bildfunktion der Ausgangsver- 
anderlichen x* (q, ¢) den Ausdruck 


g* (q, €) 
1 + 9*(q, 0) 


Die Beziehungen (43) und (46) sind die allgemeinen 
Bildgleichungen eines Regelkreises (Riickkopp- 
lungskreises) mit Impulselement. Man erkennt 
leicht die formale Analogie mit den Formeln, die bei 
der mathematischen Behandlung linearer Regel- 
kreise erhalten werden. 


a*(q, €) = z*(q,0). (46) 
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D. Ernst, Elektronische Analogrechner, 
Wirkungsweise und Anwendung, R. Oldenbourg-Verlag, 
Miinchen 1960, 315 Seiten, 227 Bilder, 16,5 cm X 24cm, 
Ganzleinen DM 38,—. 

Dieses Buch ist die erste zusammenfassende Verdffentli- 
chung iiber elektronische Analogrechner in deutscher Sprache. 
Aufbau, Wirkungsweise und Programmierung von Analog- 
rechnern werden ausfiihrlich beschrieben, ohne da beim 
Leser bereits Spezialkenntnisse vorausgesetzt werden. Auf- 
gabe und Funktion der linearen und nichtlinearen Rechen- 
elemente fiir die verschiedenen Rechenoperationen und deren 
Zusammenschaltung nach einem Programm werden ausfthr- 
lich behandelt, wobei der Schwerpunkt der Darstellung auf 
die Anleitung zum optimalen praktischen Gebrauch der Ana- 
logrechner gelegt wird und elektronische Schaltungseinzel- 
heiten nur soweit mitgeteilt werden, wie sie fiir das Verstand- 
nis der Funktionsweise erforderlich sind. Neben einer Gegen- 
iiberstellung der Vor- und Nachteile analoger und digitaler 
Rechenverfahren ist eine Reihe von praktischen Rechenbei- 


SSF SP? 


spielen yon besonderem Nutzen, z. B. tiber die Untersuchung 
einer Reihenkondensatoranlage und eines elektrischen Filter- 
netzwerkes, den Anlaufvorgang eines Asynchronmotors bei 
verschiedenen Widerstandsmomenten, sowie Anleitungen zur 
Lésung partieller Differentialgleichungen, algebraischer Glei- 
chungen, Aufnahme von Frequenzgangen, zum gemeinsamen 
Betrieb yon analogen und digitalen Rechenelementen usw. 
AbschlieBend werden organisatorische Uberlegungen bei der 
Anschaffung und Aufstellung analoger Rechenanlagen und 
ein Uberblick iiber die yon 16 Herstellerfirmen auf den Markt 
gebrachten Gerate gegeben. 

Eine groBe Anzahl von Rechenschaltungen, anschaulichen 
Oszillogrammen, iibersichtlichen ganzseitigen Tabellen und 
ein ausfihrliches Literaturverzeichnis bereichern dieses Werk 
in hohem MaBe. Das Buch kann allen, die sich mit der Wir- 
kungsweise und der Anwendung elektronischer Analogrech- 
ner vertraut machen wollen und auch denen, die bereits auf 
diesem Gebiet titig sind, als zusammenfassende Darstellung 
sehr empfohlen werden. S. W. Wacner 
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Uber die Streumatrix allgemein zusammengeschalteter Mehrpole 
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Mitteilung aus dem Institut fiir Hochfrequenztechnik der Technischen Hochschule Aachen 


(A.B.U, 14 [1960], 262—268; eingegangen am 8. April 1960) 
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Es wird eine Methode zur Berechnung der Streumatrix einer allgemeinen Zusammenschaltung 
linearer Mehrpole mit gegebenen Streumatrizen aufgezeigt. Ausgehend von der Streumatrix der 
unverbundenen Teilmehrpole erfolgt die Bildung der neuen Streumatrix lediglich durch Inversion 
einer Teilmatrix, durch ein dreifaches Matrizenprodukt und durch zwei Matrizenadditionen. Kin 
Beispiel soll die angegebene Methode veranschaulichen. 

A method is devised for calculating the scattering matrix of a general interconnection of 
linear multipoles with given scattering matrices. Starting from the scattering matrix of the 
unconnected partial multipoles, the formation of the new scattering matrix is effected by the 
mere inversion of a partial matrix, a triple matrix product, and two matrix additions. An 


example is to illustrate this method. 


1. Einleitung 


Ein Mehrpol ist im allgemeinsten Fall ein elek- 
trisches Netzwerk mit mehreren Klemmenpaaren. 
Werden die Abmessungen eines Netzwerkes so grof, 
daB sie vergleichbar mit der Wellenlange sind, und 
sind die verwendeten Leitungen nicht mehr Doppel- 
leitungen, sondern allgemeine Wellenleiter, so ist 
eine Beschreibung durch Stro6me und Spannungen 
an den Klemmenpaaren nicht mehr sinnvoll. Be- 
sonders in diesem Fall empfiehlt sich die Anwendung 
von sogenannten ,,Wellenmatrizen“ und speziell fiir 
Netzwerke mit mehr als zwei Klemmenpaaren die 
Anwendung der Streumatrix. Sie setzt die von den 
Klemmenpaaren eines Netzwerkes nach auBen ab- 
laufenden normierten Wellen in Beziehung zu den 
auf die Klemmenpaare von aufen zulaufenden 
Wellen; und zwar in den Ebenen der Klemmen- 
paare. Fir das Folgende wird eine grundsatzliche 
Vertrautheit mit dieser Beschreibungsweise an- 
genommen [1]. Lediglich Voraussetzungen und Be- 
zeichnungen sollen kurz erléutert werden. 

Unter folgenden Bedingungen ist die Beschrei- 
bung eines Netzwerkes durch die Streumatrix még- 
lich und sinnvoll: 


Bedingung a: Das Netzwerk muB linear sein. 


Bedingung b: Das Netzwerk darf keine Generatoren 
enthalten. In einer der Streumatrix gemaBen Aus- 
drucksweise: Das Netzwerk darf an keinem 
Klemmenpaar eine ablaufende Welle besitzen, 
wenn es nicht an mindestens einem Klemmenpaar 
eine zulaufende Welle besitzt. 


Bedingung c: Es werden nur die Reflexions- und 
Ubertragungseigenschaften des Mehrpols fiir 
ganz bestimmte ,,vorgesehene‘‘ Wellentypen auf 
einer bestimmten ,,vorgesehenen‘‘ Leitung an den 
einzelnen Klemmenpaaren beschrieben. Diese 
»vorgesehenen“ Leitungen und Wellentypen 
k6énnen von Klemmenpaar zu Klemmenpaar ver- 
schieden sein. 


Daraus folgt, daB die fiir einen Mehrpol ermittelte 
Streumatrix nur dann das physikalische Verhalten 
des Mehrpols richtig wiedergibt, wenn durch irgend- 


eine MaBnahme sichergestellt ist, dag an den Klem- 
menpaaren wirklich nur die ,,vorgesehenen“ Wellen- 
typen auftreten. Es hat daher — um ein extremes 
Beispiel zu nennen — keinen Sinn, die Zusammen- 
schaltung des Koaxialleitungsklemmenpaares eines 
Mehrpols mit dem Hohlleiterklemmenpaar eines 
anderen Mehrpols mit Hilfe von Streumatrizen zu 
behandeln, die fiir das koaxiale Klemmenpaar eine 
koaxiale 7HM-Welle und fiir das Hohlleiterklem- 
menpaar eine 7'Hj9- Welle zur Voraussetzung hatten. 
An der Stelle des verbundenen Klemmenpaares kann 
namlich nicht einmal ausschlieBlich eine koaxiale 
TEM-Welle auftreten und zum anderen ausschlieB- 
lich eine 7'Ej9-Welle. Fiir die Verbindung von zwei 
Klemmenpaaren gilt also: 


Bedingung d: Die Verbindung von zwei Klemmen- 
paaren wird nur durch solche Streumatrizen rich- 
tig beschrieben, die hinsichtlich der ,,vorgesehe- 
nen Leitung und der ,,vorgesehenen‘‘ Wellen- 
typen auf dieser Leitung iibereinstimmen. 


Bedingung e: Ferner muB neben dieser notwendigen 
Bedingung noch sichergestellt sein, daB nach der 
Zusammenschaltung nur diese ,,vorgesehenen“‘ 
Wellentypen auftreten. 


Obwohl es méglich ist, wenn auch nur eine Lei- 
tung, so doch mehrere Wellentypen je Klemmen- 
paar vorzusehen (in der Streumatrix erscheint dieses 
Klemmenpaar dann in scheinbarer Vielfachheit, 
und zwar einmal je Wellentyp), soll fiir das Folgende 
vorausgesetzt werden, dafS nur ein Wellentyp je 
Klemmenpaar zugelassen ist. Dieser Fall tritt in der 
Praxis am haufigsten auf. Der unter e) genannten 
Bedingung wird in diesem Fall durch die Existenz 
von hinreichend langen Leitungsstiicken geniigt, die 
ins Innere des Mehrpols fiihren und auf denen nur 
der ,,vorgesehene“’ Wellentyp als sogenannte 
, Hauptwelle ausbreitungsfihig ist. 

Bild 1 zeigt das »-te Klemmenpaar eines Mehr- 
pols mit den zu- und ablaufenden Wellen: 


normierte zulaufende Welle am Klemmenpaar y: a,, 


normierte ablaufende Welle am Klemmenpaar 1: b,. 
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Die Normierungen seien so gewahlt, da8B 
z lol? = Pr 

die Leistung der zulaufenden Welle und 
5 |b |? = Ps 


die Leistung der ablaufenden Welle ist. Komplexe 
Gr6Ben werden durch Unterstreichung gekennzeich- 
net, Matrizen durch Fettdruck. 


Bild 1. 


Zu- und ablaufende Wel- 
2 len am y-ten Klemmen- 
paar. 


Das Problem, die Streumatrix einer allgemeinen 
Zusammenschaltung einzelner Mehrpole zu _er- 
mitteln, wurde schon in [1] behandelt. Die dort an- 
gegebene Formel ist jedoch in zweierlei Hinsicht 
nicht vollstandig befriedigend : 

1. Sie liefert keinen geschlossenen Ausdruck fiir die 

Streumatrix des neuen Mehrpols. 

2. Ihre Richtigkeit ist bisher nur durch Beispiele 
bewiesen. 

In [2] ist die Zusammenschaltung von zwei Teil- 
mehrpolen an beliebig vielen Klemmenpaaren be- 
handelt. Die angegebene Formel ist geschlossener, 
aber sehr kompliziert. Sonderfalle von Mehrpol- 
zusammenschaltungen werden in [3] berechnet. Das 
Ziel der vorliegenden Arbeit soll darin bestehen, 
einen geschlossenen, tibersichtlichen Ausdruck fiir die 
Streumatrix des neuen Mehrpols abzuleiten und die 
Richtigkeit der in [1] angegebenen Formel zu be- 
weisen. 


2. Die Zusammenschaltung yon Mehrpolen 


Die allgemeinste Zusammenschaltung von ge- 
gebenen einzelnen! Mehrpolen zu einem neuen 
Mehrpol besteht darin, daB 

I. einige Klemmenpaare der einzelnen Mehrpole 

mit bestimmten Reflexionsfaktoren abgeschlos- 
sen werden, 

II. einzelne Klemmenpaare der einzelnen Mehrpole 
eventuell iiber Verbindungsleitungen mitein- 
ander verbunden werden, 

III. die verbleibenden Klemmenpaare — eventuell 
durch Verlangerungsieitungen herausgefiihrt — 
die Klemmenpaare des neuen Mehrpols bilden. 


Die einzelnen Mehrpole seien durch ihre Streu- 
matrizen gegeben. Alle in der EHinleitung genannten 
Bedingungen fiir die Mehrpole (Bedingungen a und 
b), fiir die Streumatrizen (Bedingung c)? und fiir die 
Zusammenschaltung (Bedingungen d und e) sollen 
erfiillt sein. 


1 Es kann sich selbstverstandlich auch nur um einen ein- 
zigen Mehrpol handeln, der beschaltet wird. 

2 Mit der angefiihrten Beschrankung auf einen Wellentyp 
' pro Klemmenpaar. 
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Man faBt nun zunachst die Gesamtheit der un- 
beschalteten Einzelmehrpole zu einem groRen 2n- 
Pol zusammen. Die Bezeichnung der Klemmen- 
paare wird folgendermafen vereinbart: 


Die unter ITT. genannten Klemmenpaare erhalten 
in beliebiger Reihenfolge die Ziffern 1 bis m. Sie 
bilden spater — iiber Leitungen verlingert — 
die Klemmenpaare des neuen Mehrpols, der also 
ein 2m-Pol ist. 

Die unter IT. genannten Klemmenpaare erhalten 
die darauffolgenden Ziffern m+ 1,m-+2,..., und 
zwar in solcher Reihenfolge, daB spaéter das Klem- 
menpaar m +- 1 mit dem Klemmenpaar m + 2, 
das Klemmenpaar m + 3 mit dem Klemmenpaar 
m--4 usw. tiber jeweils eine Leitung verbunden 
werden. 

Die unter I. genannten Klemmenpaare erhalten 
in beliebiger Reihenfolge die verbleibenden Zif- 
fern bis zur Ziffer n. 


Bild 2. 2n-Pol. 


Ferner werden an allen Klemmenpaaren_be- 
stimmte Zahlpfeile fiir die zu- und ablaufenden 
Wellen a, und 6, vereinbart. Bild 2 zeigt schematisch 
einen solchen 2n-Pol. 

Die zugehérige Streumatrix lautet 


by ay 
Om+1 ~ | &m+1 
bn J an J 


Thre Elemente sind durch die gegebenen Streu- 
matrizen der einzelnen Mehrpole festgelegt. 

Die Gesamtmatrix S wird in folgender Weise in 
vier Untermatrizen geteilt [6]: 
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by oe) an ies ay 
S| So 
ce | es eee ee ee) 
bm+1 Am+1 
. S3/S4 
bn | lan 
Mit den Abkiirzungen S 
by ay rn 
= 
Saar a bn ? = 4m; = 
bm am 
(3) 
Om+1 Am+1 
= bn, — an 
bn an 
gilt dann 


bm = Siam + S2an, 
on = S3am i S4an. 


(4) 


Durch diese Gleichungen ist der 2n-Pol vollstandig 
beschrieben. 

In ahnlicher Weise fa8t man die Gesamtheit. der 
unter I. genannten Abschliisse und der unter IT. und 
III. genannten Leitungsvierpole zu einem zweiten 
groBen 2(n-+ m)-Pol zusammen. Von diesem 
2(n + m)-Pol werden spater n Klemmenpaare mit 
dem 2n-Pol verbunden und die verbleibenden 
Klemmenpaare sind die Klemmenpaare des neuen 
2m-Pols. Die Bezeichnung der Klemmenpaare wird 
hier folgendermaBen vereinbart: 


Die n Klemmenpaare, die spaéter mit dem 27n-Pol 
verbunden werden, tragen die Bezeichnungen 1’ 
bis n’, und zwar in solcher Reihenfolge, daB spater 
jeweils das Klemmenpaar »’ mit dem Klemmen- 
paar » verbunden wird. 


2(n+m)-Pol 


WA TE orf spatere Zusammenschaltung 


Bild 3. Zahlpfeile an den Klemmenpaaren v’. 


Verlangerungsleitung 
2(n+m)-Pol 


Bild 4. Zahlpfeile an den Klemmenpaaren »”. 
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(m+)! Bim+t)' 
Sa (m+) 


Bild 5. 2(n + m)-Pol. 


Die verbleibenden m Klemmenpaare sollen die 
Bezeichnungen 1” bis m’’ tragen, und zwar in 
solcher Reihenfolge, da8 jeweils das Klemmen- 
paar v’’ mit dem Klemmenpaar v’ innerhalb des 
2(n + m)-Pols. durch eine Verlangerungsleitung 
verbunden ist. Die Klemmenpaare 1”’ bis m” bil- 
den spater die Klemmenpaare des neuen 2m-Pols. 


Ferner werden an allen Klemmenpaaren v’ die 
Zahlpfeile fiir die zu- und ablaufenden Wellen a, 
und 6, so vereinbart, daB sie bei der spateren Zu- 
sammenschaltung parallel zu den Zahlpfeilen an 
den Klemmenpaaren y stehen, wie Bild 3 zeigt. 


Die Zahlpfeile an den Klemmenpaaren »” fiir die 
zu- und ablaufenden Wellen a, und 6, sollen sich 
gema8 Bild 4 nach den Zahlpfeilen am anderen Ende 
der Verlangerungsleitung richten. Bild 5 zeigt 
schematisch einen solchen 2(n -- m)-Pol mit inneren 
Verbindungsleitungen, Verlaingerungsleitungen und 
Abschliissen. Um die angegebenen Vereinbarungen 
fiir die Zahlpfeile und die Bezeichnung der Klemmen- 
paare zu verdeutlichen, ist der 2n-Pol mit einge- 
zeichnet. 


Fiir ein durch eine Verlangerungsleitung im 
2(n + m)-Pol verbundenes Klemmenpaar-Duo 1’ 
und v”’ (vy = 1, 2,..., m) gilt nach Bild 4 


by’ “th 0 ee” ay’ 
by es e 4 0 Ay'’ : 
Hierbei ist g das UbertragungsmaB der y-ten Ver- 


lingerungsleitung. Fiir die Gesamtheit der Klem- 
menpaare 1’ bis m’ und 1”’ bis m’”’ gilt also 


Se Ae : ’ Pb) Mr ernie 
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by : ay’ 
(0) | Ki 
Bm’ Am’ 
7 (5) 
bi ay 
K, | (0) 
Bm’ | Am’’ 
6a WO 0 
0 e & 
mit re lh iil hs (6) 
Sant) 
0 0 e 2m 
Die Abkiirzungen 
bi ay’ 
, = bm’, |- 
bmn ny 
(7) 
by ay’ 
. | =m, | = am 
bm’ am 
ergeben die Gleichungen 
On K, am’ » bn == Ky am’. (8) 


Fiir ein durch eine Verbindungsleitung im 
2(n + m)-Pol verbundenes Klemmenpaar-Duo 1’ 
und (v+1)' (v=m+1, m+3,...) gilt nach 
Bild 6 entweder 


Dy ; 
gy" )=( 4 4) ( be (Fall 1) 
Qw+1)’ e” 0 bw41)’ 
oder 


Iy P 
Jew Yan i pe ; , ). (Fall 2) 
Ay+1)’ i 0 Bw +41)’ 


é : te diy.) 
Verbindungsleitung 
2 (n+m)- Pol 


- Ay) 
Verbindungsleitung 
2(n+m)-Pol 


v=m+1, m+3,... 


Bild 6. Verbindungsleitungen. 


(vy +1)! 


Fy)’ 
ote Diy 


(Fall 2) 
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Hierbei ist g das Ubertragungsma8B der y-ten Ver- 
bindungsleitung. 

Fiir ein mit einem bestimmten Reflexionsfaktor 
im 2(n + m)-Pol beschaltetes Klemmenpaar y’ 
(yv=n, n—1,...) gilt nach Bild 7 


] 
ay = —b,. 
(em 


Hierbei ist r, der Reflexionsfaktor des Abschlusses. 
Im Fall r, = 0 versagt die oben angegebene Be- 
ziehung. Diese Schwierigkeit wird auf folgende 
Weise behoben: 

Soll ein Klemmenpaar des 2n-Pols reflexionsfrei 
abgeschlossen werden, so gilt (vgl. Bild 2) 


Gy =O). 


Abschiu | | 


2(n+m)-Pol 


Bild 7. AbschluB. 


IM, All occ 


Da die ablaufende Welle 6, an diesem Klemmenpaar 
nicht interessiert, kann man den reflexionsfreien 
Abschlu8 dadurch ausdriicken, da8 man in der 
Streumatrix S (Gl. (1)) die »-te Zeile und die y-te 
Spalte streicht. Das Klemmenpaar » erscheint dann 
in der weiteren Rechnung nicht mehr. Auf diese 
Weise ist der Fall r, = 0 fiir Bild 7 ausgeschlossen 
und die Notwendigkeit von Grenzbetrachtungen 
umgangen. 

Fiir die Gesamtheit der Klemmenpaare (m + 1)’ 
bis n’ gilt nun 


@(m+1)’ bim+1)’ 
= Kz}. (9) 
Un’ Bn’ 
mit (10) 
| 0 f+elmtl 0 0 ta Oe 
a elm+1 0 0 0 ' 
) ) 0 + efm+3 
(0) 0 a elm+3 i) to 
Ko= 
0 
Tn-1 
1 
Op ae rn | 
Die Abkiirzungen 
im+1)’ b(m+1)’ 
| eet = by (11) 
an’ bn’ 
ergeben an = Koby’. (12) 


Durch GI. (8) und Gl. (12) ist der 2(n + m)-Pol voll- 
standig beschrieben. 
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Die Zusammenschaltung der Klemmenpaare » 
mit den Klemmenpaaren »’ (vy = 1, 2, ... , 2) ergibt 
nach Bild 3 


Cin? == b 
Se bmg mal ie hs 
by’ ag Cy » 
Daraus folgt 
an’ = bm ayn’ = bn, 
, (13) 
m’ = 4m; bn = an. 


Diese Gleichungen beschreiben die Tatsache des 
Zusammenschaltens. 
Die Gl. (4), (8), (12) und (13) bilden ein System 
von linearen Matrizengleichungen, das nach 
bm = 8" am’ (14) 
aufgelést werden mu8. S” ist dann die Streumatrix 
des neuen 2m-Pols. Die Auflésung des Systems ist 
im Anhang durchgefiihrt. Es ergibt sich 
S” = Ki (Si; — S2(S4— Kz) 1S3]Ki. (15) 
Diese Beziehung stellt einen allgemeingiiltigen, ge- 
schlossenen und iibersichtlichen Ausdruck fiir die 
Streumatrix S’’ des neuen Mehrpols dar. 


3. Diskussion von Gl. (15) 


Der Einflu8 der Verlangerungsleitung driickt sich 
durch K; aus. Wird ein 2n-Pol ausschlieBlich mit 
Verlangerungsleitungen beschaltet, so ergibt sich 
aus Gl. (15) die Streumatrix des neuen Mehrpols zu 


S” = Ki SK). (16) 
Es wird in diesem Fall namlich 
Si=S 


Das Element S,,,,, der neuen Streumatrix lautet 
demnach (vgl. Gl. (6) fiir Ky) 
Syry — Sie e (Yut I) 5 (17) 
Die Gl. (16) und (17) finden sich schon in [1] und [4]. 
Da der Einflu8 von Verlangerungsleitungen ge- 
maB Gl. (17) einfach zu iibersehen ist, werden diese 
meist nicht in Betracht gezogen. Die Matrix Ky 
wird dann zur Einheitsmatrix und Gl. (15) geht iiber 
in die einfachere Form 


S = S; — S2(S4— Ko)1S3. (18) 
Daraus ergibt sich fiir das Element Syity’ 
Syrty'? = Sip — "So (S4— K2)-1 yS3- (19) 


Hierbei bedeuten: 
Si,» das Element in der y-ten Zeile und der y-ten 


Spalte der Matrix $1, 

“S die aus der w-ten Zeile von S2 bestehende 
Zeilenmatrix, 

»93 die aus der y-ten Spalte von S3 bestehende 
Spaltenmatrix. 


Gl. (19) laBt sich in die Form 


det ( se | s 
yS3_ |Sa—Ka 


det (S4— Ka) 
bringen, wie im Anhang gezeigt ist. Gl. (20) stellt — 


iio = 


(20) 
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in etwas verdinderter Schreibweise — die in [1] an- 
gegebene Beziehung fiir ein einzelnes Element S,''5’’ 
der neuen Streumatrix S” dar. Die Allgemein- 
giiltigkeit der dort angegebenen Formel ist damit 
bewiesen. : 

Ein Vergleich von Gl. (20) mit Gl. (18) beziiglich 
des Rechenaufwandes zur Ermittlung der Streu- 
matrix S” lehrt, daB 

Gl. (20) vorzuziehen ist, wennm <n—m, 

Gl. (18) vorzuziehen ist, wenn m > n—™m. 
Wird die Matrix S4 zur Nullmatrix, so ist Gl. (18) 
unbedingt vorzuziehen, weil dann 

S’ =S,+S,K;"S; (21) 
gilt. Ein Blick auf Gl. (10) zeigt, daB die reziproke 


Matrix (22) 
0 je im+1' 0 0 Jc ee) 
Se preity) a) 0 
0 0 0 te Zmt+s3 
pe 0 0 Ee e lmi3  (°- 
3 Tn+1 O 
Oe si cee ak Sa oe aie eee eg 


leicht anzugeben ist. Das Beispiel 8 in [1] stellt 
einen solchen Sonderfall dar. 

Werden alle Klemmenpaare eines Mehrpols bis 
auf em Klemmenpaar (vy = 1) mit bestimmten Re- 
flexionsfaktoren beschaltet, so hat die Matrix Ke 
entsprechend Gl. (10) die Form 


1 
== ) . 0 
rT? 
6h 
13 
Ko = 
0 ] 
, ra 


Diese Matrix laBt sich auch angeben als 


r2 0 (0) sak 
Or Fs 

Ky = =r, 
rete SPs 


Der Kingangsreflexionsfaktor des durch die Be- 
schaltung entstehenden Zweipols ergibt sich daraus 
mit Gl. (19) zu 

fi S071" 811 a(S ea at Samiien) 


Fir den Fall des Vierpols geht diese Beziehung in 
die bekannte Form 


8) = Si, — S42 (Sox — 13 1)-1 Sy 


ber. Gl. (23) stellt einen entsprechend verallgemei- 
nerten Ausdruck fiir Mehrpole dar. 
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Fir die in Bild 8 dargestellte Mikrowellenbriicke soll die Streumatrix ermittelt werden. 
Die Briicke besteht aus zwei idealen magischen T’s mit den Klemmenpaaren 1; 3; 5; 7 ;und 2; 4;9; 11 
und zwei zunachst allgemeinen Vierpolen mit denKlemmenpaaren 6; 10 und 8; 12. Die Klemmenpaare 


5 und 6, 7 und 8, 9 und 10, 11 und 12 w 
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erden verbunden. Die Teilmehrpole haben die Streumatrizen [1] 


foe See bey Qe eee Peo Gin ot 0 Ee eal? 
EO "<0 c Cc OPO 0:2 ose. ec BSc Sea Si Ses S12 
3/0 0 —c c 4 | 0 0 —c c mitc = 1//2, 10 S106 S1010 12 Si28 Sio12 
D6 —c 0 0 ll| ¢ —e O @ 
Tack ics 10: 0 Oe 2a Go > 0-%0 
Daraus ergibt sich die Matrix S von Gl. (1) zu 
ee es ee es eG. Tea SROs Ol el Lie 1d 
Pete ee en og htt). c2 (Qe iS PO ess 0 yO 
PO Mee at) Oat Ody o', DOT (ses 10, Ine of 20 
Sen eerie QIN theo ca)? 1 OTE OS. 
Snr O wes 2. 0 OmROTRO 2 1) Ge c.- 80 eee * ahK0 
Sere eees OSL MO. 0290. .0° 02.00. p01 o <6 
COO 0: <0 Osco One 0s 0m Seip Ore ea 2. 
See OU ces oA ne) 05 Ot 0 0. ar 0 Cape 0 
aoe ae ow Dee A05ne D 20)N0le Seg 0+ 10>. * COs 
ee ee eee ny 40 ee 0 7.0. 0 Oman 0 
Ome OmgOS 027 20 Sigg e044, 0280 -Sicig  °0 0 
Pie ocias (reer 20.) 62002 a0, 037 027) 0 
Pe ee) ee a 0. 0 Sj99 05 ON or 05 S108 


Die Matrix K, ist die Einheitsmatrix und die Ma- 
trix Kz hat bei direkter Verbindung und den ein- 
gezeichneten Zahlpfeilen die Form (Gl. (10) ): 


Bild 8. Mikrowellenbricke. 


eeTebaedata oF 20011) 12 
Bieta OO 0 20 1| 
Cole) OF Ot O70 0 
Ja OD? Ore. 00" O20 
810010000 0 —K:. 
Oana OO Oso bof. -0) 
1054) 40. 0 20240 <0 0 
Lie 06020700 0-1 
L270 200070" 01. 0 
Die Bildung der reziproken Matrix (S4— Kz2)~ ist sehr einfach und ergibt 
ee Oe Mos baer OMe. LO LEZ 
5 | See 1 OL Sates = 20 
6 (PETRAEUS 8 
TimeOere Oaoese laws O. Ose Ssie8 0 
SHIRL Oren (see O pray 00 00 oD 
GieSioe: 0 70 205-Si9ig > 0-0 
Tse Ota Oe mel 0.700970 
11 0 0 S128 0 0 0 Si212 1 
aa ele BOag Os OF eT: 0 
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(See + Sse) (S610 + Ssiz) 
chee 1 (S106 + Sizes) (S1010 + S212) 
= ~~ 21 (—See +Sss) (—Seio + Ssiz) 


(S106 — S128) 


Fiir die speziellen Vierpole 


| @ hg) | 8 12 
aay ab. aetiee a 
10 | 1 0 12a ely 
(Gyrator) (direkte Verbindung) 
erhalt man den Zirkulator 
0 0 0 —1 
pia SLO. 0 0 
et | Oda 0 0) 
OO 1 0 


SchlieBt man dagegen die Klemmenpaare 2 und 3 
reflexionsfrei ab, so gilt fiir den verbleibenden Vier- 
pol 


3) eel ( (See + Se) 
( 


2 \ (S106 — S128) 


(S610 — Saiz) \(3) 
=5 


(Si010 + Siei2)/ \@a 


Dies ist eine MikrowellenmeBbriicke. Sie erméglicht 
die Messung nichtreziproker Vierpole (8; 12) durch 
Vergleich mit einem aus einem veranderlichen 
Dampfungsglied und einem veranderlichen Phasen- 
schieber aufgebauten Vierpol (6; 10). Die Abgleich- 
bedingung ergibt sich zum Beispiel bei Speisung des 
Klemmenpaares 1 und Abschlu8B des Klemmen- 
paares 4 mit einem reflexionsfreien Detektor tiber 


1 
ba = = (S106 — S128) a1 = 0 


zu S128 = Sioe- 


Es ist bemerkenswert, daB das MeBergebnis durch 
Fehlanpassung des Vierpols (8; 12) nicht verfalscht 
wird. 


Anhang 
A. 1. Auflésung des linearen Systems von Matrizen- 
gleichungen 
Ks galt 
bm = Siam + S2an, bn =S3am+ S4an; (4) 
bm = Kiam’, bm = Kiam’; (8) 
Gn’ = Kz by’; (12) 
am’ =bm, bm =am, An’ = bn, bn = ay. (13) 


Die Gl. (13) in die Gl. (8) und (12) eingesetzt er- 
geben 
am = Kiam, 


bin” = Ky, by; 
by = Koay, : 


(8a) 
(12a) 
Da Ky, nie eine Nullmatrix wird, kann die erste 
Gleichung von Gl. (4) mit K, erweitert werden: 

Ky bm = Ki Siam + Ki Sean. 


Die Gl. (8a) und (12a) in Gl. (4) eingesetzt ergeben 
dann 
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(—,ee + Ses) (S610 —Ssiz) 
(—S106 + Size) (S1010 — 81212) 
(Sse + Sss) (—Seio — Saiz) 


(—S106 — S128) (Si010 + 81212) 


bin’ = Ki 81 Kiam + Ki S2an, 
Kean = 83 Kiam’ + S1an- 
Die zweite Gleichung von Gl. (4a) kann nach ay auf- 


gelést werden, wenn die Matrix S4— K2 nicht 
singular ist, d. h. wenn 


det (S4 — Ke) +0. 


(4a) 


Es ergibt sich 
An = —(S4— Ke) S3 Kiam. 


Daraus folgt dann 
bn? = Ki[S1 —S2(S4— K2)1S3] Kiam’, 


womit Gl. (15) bewiesen ist. 


A. 2. Beweis fiir die in [1] angegebene Beziehung 
GI. (20) 


Die Identitat 


ie | US 
det ~) = Si —"S2(Sa—Ke) 1,8 
»S3_|Sa—Kp 
det (S4— Ko) 


mu bewiesen werden. Man bildet die reziproke 


Matrix 
( Siw | "Se Ee 
93 'Sy-—— Ke 


Ks ergibt sich 


Ay 
Cis 


ID | |e 


Siw A+ "S,C =1, 
S34 + (Sa— Kz) C = (0). 
Daraus folgt 
(Stu — “S2(Sa— Ko) 1,S3) A = 1. 


Andererseits ergibt sich bekanntlich fiir das Ele- 
ment A 


_ __ det (S4 — Kg) 
as hare “gs 
det ee | = 
vS3 |Sa — Kz 


Damit ist der Beweis erbracht. Die angegebene 
Identitaét ist ein Sonderfall des Sylvesterschen 
Satzes [5]. 
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(A.E.U. 14 [1960], 269 — 282; eingegangen am 14. Mirz 1960) 
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Die durch den Einflu8 der Elektronenlaufzeit hervorgerufenen Amplitudenverzerrungen einer 
Verstarkerréhre sind vom Laufwinkel, somit vom konstruktiven Aufbau und von den Betriebs- 
daten der Réhre abhangig. Fiir die Planung und Entwicklung von Richtfunksystemen mit Ein- 
seitenband-Amplitudenmodulation ist es von Nutzen, die Beziehungen zwischen laufzeitabhan- 
giger Verzerrung und dem Laufwinkel zu kennen. Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit 
diesen Zusammenhangen. Wegen der im Richtfunkgebiet tiblichen geringen relativen Bandbreite 
k6nnen im wesentlichen nur kubische Verzerrungen Storungen im Nutzband verursachen. Da man 
weiterhin im Gebiet der langeren Dezimeterwellen noch mit Vorteil intensititsgesteuerte Ver- 
starkertrioden verwenden kann, werden nur die durch Verstarkertrioden hervorgerufenen kubi- 
schen Verzerrungen untersucht. 

Die Berechnung geht aus von der Theorie der linearen Laufzeiterscheinungen, beriicksichtigt 
jedoch auch bei sehr kleinem Aussteuerungsgrad die periodische Zeitabhangigkeit des Laufwinkels, 
soweit dies zur exakten Erfassung kubischer Verzerrungen notwendig ist. Die Verhiltnisse im 
Kathoden-Gitterraum und im Gitter-Anodenraum werden getrennt behandelt; anschlieBend 
werden die zu erwartenden Gesamtverzerrungen betrachtet. — Messungen bis zu Grundlauf- 
winkeln von etwa 140° zeigen fiir den Gitter-Anodenraum eine recht gute, fiir den Kathoden- 
Gitterraum eine weniger gute Ubereinstimmung mit der Theorie. Die Gesamtverzerrungen sind im 
Laufzeitgebiet wesentlich gréBer als im Bereich niedriger Frequenzen. 


The amplitude distortion of an amplifier tube due to the influence of electron transit time de- 
pends on the transit angle, hence on the mechanical layout and the service parameters of the tube. 
For planning and developing radio relay systems with single-sideband amplitude modulation it is 
useful to know the relations between the transit-time dependent distortion and the transit angle. 
This paper deals with these relations. Because of the low fractional bandwidth customary with 
radio relay links it is essentially cubic distortion alone that can give rise to interference in the use- 
ful band. Since furthermore in the field of longer decimeter waves intensity-controlled triode 
amplifiers can still be used to advantage, only the cubic distortion caused by triode amplifiers is 
investigated. 

The calculation starts from the theory of the linear transit time phenomena, but takes into 
account the periodical time dependence of the transit angle even in the case of very small signal 
amplitudes, to the extent this is required for an-exact analysis of cubic distortion. The conditions 
in the cathode-grid space and grid-anode space are treated separately; thereafter the expected 
overall distortion is reviewed. — Measurements up to basic transit angles of about 140° show that 
the agreement with theory is fairly good for the grid-anode space, and less favorable for the 
cathode-grid space. In the transit-time region the overall distortion exceeds considerably that in 


the range of low frequencies. 


1. Einleitung 


Die standig zunehmende Anzahl von Nachrichten- 
Funkdiensten im Ultrakurzwellenbereich zwingt den 
Nachrichtentechniker dazu, die Radiofrequenzband- 
breite seiner Ubertragungssysteme so klein wie még- 
lich zu halten. Das in dieser Hinsicht sehr giinstige, 
in der Triagerfrequenztechnik iibliche Hinseiten- 
bandverfahren hat aus diesem Grunde in jiingster 
Zeit auch fiir die Richtfunktechnik an Bedeutung 
gewonnen. Das Radiofrequenzband ist hierbei nicht 
breiter als das Basisband, wahrend die bisher in der 
Richtfunktechnik eingefiihrten Verfahren eine etwa 
vier- bis zehnmal gréBere Bandbreite bendtigen. 

Um die Einseitenband-Modulation (EM) mit Er- 
folg auch in der Richtfunktechnik anwenden zu 
kénnen, mu$ man an die Amplitudenlinearitaét der 
iibertragenden Elemente sehr hohe Anforderungen 
stellen, wenn stérende Klirrgerausche vermieden 
werden sollen. Diese sind bei Réhrenverstarkern fiir 
hohe Frequenzen nur schwer erfiillbar, weil durch 
Laufzeiteinfliisse bei der Elektronenbewegung die 
Linearitat stark vermindert wird. Dies diirfte ein 
wesentlicher Grund dafiir sein, daB sich die EM in 
der Richtfunktechnik bisher nicht eingefiihrt hat. 


Gegeniiber der Ubertragung auf Drahtleitungen, 
bei der das Ubertragungsband im allgemeinen meh- 
rere Oktaven betragt, ist die Ubertragungs-Band- 
breite in der Richtfunktechnik stets wesentlich klei- 
ner als eine Oktave. Dadurch werden die Anforde- 
rungen an die Amplitudenlinearitaét etwas milder, 
weil in diesem Fall nur Verzerrungsprodukte un- 
geradzahliger Ordnung Klirrgeraéusche im Uber- 
tragungsband verursachen kénnen. Von besonderer 
Bedeutung sind im allgemeinen nur die kubischen 
Verzerrungen. 


Wendet man ebenso wie bei den Leitungsverstar- 
kern der Drahtiibertragungstechnik bei Ultrakurz- 
wellen-Verstarkern das Prinzip der Gegenkopplung 
an, so ist man heute im Stande, Richtfunksysteme 
mit der geforderten Linearitat und der nétigen 
Sendeleistung zu verwirklichen, wenn die Verzer- 
rungen durch Laufzeiteinfliisse nicht tibermaBig 
groB sind. Fiir die Planung derartiger Systeme hat 
die Frage nach dem Zusammenhang zwischen Lauf- 
winkel und nichtlinearen Verzerrungen somit an 
Bedeutung gewonnen; die vorliegende Arbeit be- 
schaftigt sich deshalb mit der Ermittlung der durch 
Laufzeiteinfliisse verursachten kubischen Verzerrun- 
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gen in Abhangigkeit vom Laufwinkel, welcher durch 

die Frequenz der zu verstarkenden Schwingungen 

und die iibrigen Rohrendaten gegeben ist. Da im 

Ultrakurzwellenbereich mit Vorteil intensitats- 

gesteuerte Verstarkertrioden benutzt werden kon- 

nen, beschrainkt sich die Betrachtung auf derartige 

Rohrentypen. 

Den Ausgangspunkt der Arbeit bildet die seit 
langerem bekannte Theorie der linearen Laufzeit- 
erscheinungen, welche verschiedentlich beschrieben 
wurde ([2], [3], [4]). Zusammenfassende Darstellun- 
gen der Theorie findet man in einschlagigen Lehr- 
biichern (z.B. [1], [10]). Bei dieser wird angenom- 
men, da die Amplituden der Wechselspannungen 
und -stréme klein sind gegeniiber den tiberlagerten 
Gleichspannungen bzw. -strémen. Dann ist der 
Laufwinkel in erster Naherung zeitlich konstant, 
und man gelangt zu relativ einfachen Bewegungs- 
formen fiir die Elektronen. Hieraus lassen sich die 
grundlegenden Higenschaften der Rohre, wie Steil- 
heit, Eingangs- und Ausgangsleitwert, als komplexe 
GroBen in Abhangigkeit vom Laufwinkel ableiten. 
Auskiinfte iiber nichtlineare Verzerrungen kénnen 
bei dieser Betrachtungsweise jedoch grundsatzlich 
nicht gegeben werden. Auf die Entstehung nicht- 
linearer Verzerrungen durch Laufzeiteffekte, auch 
im Hinblick auf deren Ausnutzung in einem Ober- 
wellengenerator, haben wohl zuerst Srrutr und 
VAN DER ZIEL hingewiesen [3]. 

Wenn man die nichtlinearen Verzerrungen mit- 
erfassen will, darf man die periodische Zeitabhangig- 
keit des Laufwinkels selbst bei kleinen Aussteue- 
rungseraden nicht vernachlassigen. Die Zeitabhan- 
gigkeit des Laufwinkels ist in mehreren Arbeiten 
auf verschiedene Weise, z.B. durch graphische Me- 
thoden, beriicksichtigt worden ([{12], [13], [14]), je- 
doch stets mit dem Ziel, die linearen Kigenschaften 
der Verstarkertriode bei hohen Aussteuerungsgraden 
zu erfassen. Unter hohem Aussteuerungsgrad soll 
dabei verstanden werden, daf der Scheitelwert der 
Steuergr6Be den Ruhewert um ein Vielfaches tiber- 
trifft (B- und C-Betriebszustand bei Réhrenver- 
starkern). 

In der Einseitenbandtechnik kann zur Vermei- 
dung groferer Verzerrungen grundsatzlich nur mit 
kleinem Aussteuerungsgrad gearbeitet werden, bei 
dem die Scheitelwerte der Steuergr6Ben die Ruhe- 
werte im héchsten Fall gerade erreichen (A-Betrieb). 
Den hierbei auftretenden nichtlinearen Verzerrun- 
gen muB besondere Aufmerksamkeit geschenkt wer- 
den. Die Beriicksichtigung der Zeitabhangigkeit des 
Laufwinkels auch bei kleinem Aussteuerungsgrad 
bildet daher den Ubergang von der Theorie der 
linearen Laufzeiterscheinungen zur Theorie der 
nichtlinearen Laufzeiterscheinungen. Diese Theorie 
muB8 zwei allgemeine Forderungen erfiillen: 

1. La8t man in einem Grenziibergang die Aussteue- 
rung gegen Null gehen, so miissen die Aussagen 
der erweiterten Laufzeittheorie in die der Theorie 
der linearen Laufzeiterscheinungen iibergehen. 

2. Fiir verschwindend kleine Laufwinkel miissen die 
berechneten Verzerrungen identisch mit jenen 
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sein, welche man durch Analyse der bei sehr 
niedrigen Frequenzen aufgenommenen entspre- 
chenden Arbeitskennlinie erhailt. 


Wie eingangs erwahnt, ist die relative Bandbreite 
von bei sehr hohen Frequenzen tibertragenen Signa- 
len im allgemeinen sehr klein, so daB nur Verzerrun- 
gen ungerader Ordnung AnlaB zu Stérgerauschen 
im Ubertragungsband geben kénnen. Dies sei im 
folgenden naher erlautert: 

Ein nichtlinearer Vierpol habe den Ubertragungs- 
bereich Aw (Bild 1). An seinen Eingang werden zwei 
gleich groBe Wechselspannungen mit den Frequen- 
zen «1 und @2 angelegt, die beide im Ubertragungs- 
bereich liegen moégen. Am Ausgang des Vierpols er- 


Amplitude —~- 


Kreisfrequenz —* 


Bild 1. Spektralverteilung von quadratischen und ku- 
bischen Verzerrungen eines nichtlinearen Vierpols 
bei Aussteuerung mit zwei Sinusschwingungen be- 
nachbarter Frequenz. 


scheinen dann zunachst neben den linear iiber- 
tragenen beiden Wechselspannungen, welche hier 
die Amplitude A haben, die Oberwellen dieser 
Wechselspannungen. Diese stéren jedoch im allge- 
meinen nicht, weil sie auBerhalb des Ubertragungs- 
bereichs liegen und durch Filter-Netzwerke unter- 
driickt werden kénnen. Durch den Anteil der kubi- 
schen Kriimmung der Vierpolkennlinie entstehen 
aber auch Wechselspannungen der Frequenz 
21 — @2 und 2m2 — w 1, welche immer dann in 
den Ubertragungsbereich fallen und dort stéren, 
wenn die Frequenzen @ und mw: geniigend benach- 
bart sind. Ihre Amplitude hangt von der GréBe der 
kubischen Kriimmung und von der GréBe der 
steuernden Wechselspannungen ab; die Stor- 
amplitude sei hier mit B bezeichnet. Das Verhaltnis 
B/A wird kubischer Differenztonfaktor genannt. 
Durch die Kennlinienkriimmung fiinfter und héhe- 
rer ungerader Potenz entstehen weitere in das Uber- 
tragungsband fallende Stérprodukte; diese sind je- 
doch im allgemeinen gegeniiber den kubischen Stér- 
produkten vernachlassigbar klein. Sie werden aus 
diesem Grunde in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt. 

Wird nun der Vierpol im Ubertragungsbereich 
mit dem Nutzsignal (z. B. einer Vielzahl von Ge- 
sprachskanalen) belegt, so lassen sich aus der Kom- 
bination von je zwei beliebigen Nutzschwingungen 
jeweils zwei Stérschwingungen ableiten. Diese und 
noch andere Verzerrungsprodukte bilden in ihrer 
Gesamtheit ein unerwiinschtes Klirrgeraéusch in 
jedem Gesprachskanal. Der kubische Differenzton- 
faktor ist ein eindeutiges MaB fiir das im Gesprachs- 
kanal zu erwartende Klirrgeriiusch. Den Haupt- 
anteil der Verzerrungsprodukte liefert infolge der 
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relativ groBen Aussteuerung die Senderendstufe 
eines Kinseitenbandsystems. Handelt es sich um ein 
Richtfunksystem, so miissen dabei Schwingungen 
sehr hoher Frequenz verstaérkt werden; der Diffe- 
renztonfaktor kann dann nur unter Beriicksichti- 
gung der Laufzeiterscheinungen erfaBt werden. 
Bei der Berechnung des durch Laufzeiteinfliisse 
hervorgerufenen kubischen Differenztonfaktors laBt 
sich ein Gedankengang verwerten, welcher die 
Rechnung auBerordentlich vereinfacht. Man geht 
davon aus, daB die relative Bandbreite — auch bei 
Vielkanalsystemen — im Laufzeitgebiet stets sehr 
klein (z. B. etwa 1%) ist. Die SteuergréBe des nicht- 
linearen Vierpols, die aus den beiden gleich groBen 
Wechselspannungen bestehe, habe die Form 


Oi Uosin zt + Oosin wat. 
Gl. (1) kann auch durch 


(1) 


(2) 


dargestellt werden. Wegen der Kleinheit der relativen 


ras it : 
U = 2 Uo cos a (1 — Wg) ¢ sin - (@1 + we)t 


Bandbreite ist die Frequenz 5 (@ 1 — 2) immer sehr 
klein gegeniiber der Frequenz = (on + we). Das 
heiBt, man kann die SteuergréBe nach Gl. (2) auf- 
fassen als eine sinusférmige Wechselspannung der 


hohen Frequenz w = 5 (@1 + m2), deren Amplitude 


ae a 1 
Ue 2 Uo cos 5 (w1— @2)t 


sich in bezug auf Laufzeiteffekte nur sehr langsam 
andert. Man kann also, ebenso wie in der Theorie 
der linearen Laufzeiterscheinungen, von sinus- 
formigen Steuergr6éBen ausgehen; die Zeitabhangig- 
keit der Amplitude ist wegen ihrer langsamen 
Anderung bei der Betrachtung der Laufzeiteffekte 
vernachlassigbar. Sie muB erst ganz zum SchluB bei 
der Gewinnung des Differenztonfaktors beriick- 
sichtigt werden. 

Die Berechnung wird zweckmaBigerweise in zwei 
Abschnitten durchgefiihrt. Der erste Abschnitt be- 
handelt die Verhaltnisse im Kathoden-Gitterraum. 
Das Ziel der Rechnung ist hier die Bestimmung des 
verzerrten Leitungsstromes, welcher durch die 
Gitterebene in den Gitter-Anodenraum eintritt, 
wenn zwischen der Kathode und dem Steuergitter 
eine sinusformige Steuerspannung liegt. Im zweiten 
Abschnitt werden die Zustaénde im Gitter-Anoden- 
raum untersucht. Hier interessiert die Verzerrung 
des durch den AuBenwiderstand flieBenden Stromes, 
wenn man annimmt, daB der durch die Gitterebene 
eintretende Leitungsstrom sinusférmig ist. Durch 
Verbindung der Betrachtungen fiir die beiden Lauf- 
raume erhalt man schlieBlich Auskunft iiber die in 
einer Verstarkertriode auftretenden Gesamtver- 
zerrungen. 

Die Randbedingungen, von denen bei der Berech- 
nung ausgegangen wird, sind zum Teil stark ideali- 
siert, und zwar gelten im einzelnen folgende Voraus- 
setzungen : 


1. Die Elektroden sollen eben sein, 
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2. die Kathode soll in unbegrenzter Menge Elek- 
tronen liefern kénnen (Raumladungsfall), 

3. die Elektronen sollen mit verschwindend kleiner 
Geschwindigkeit aus der Kathode austreten, 

4. das elektrische Feld soll in beiden Laufraumen 
fiir jeden Zeitpunkt in bezug auf eine beliebige 
Ebene senkrecht zur Bewegungsrichtung homo- 
gen sein (keine Inselbildung), 

5. der Innenwiderstand der zwischen Gitter und 
Kathode angeschlossenen Steuerspannungs- 
quelle soll verschwindend klein sein, so daB die 
Steuerspannung nicht von vornherein durch 
periodische Schwankungen des Hingangsleit- 
werts verzerrt ist, 

6. es soll fiir keinen Zeitpunkt Gitterstrom flieBen, 

7. der Gitter-Anodenraum soll als raumladungs- 
frei angesehen werden, 

8. fiir die Untersuchungen im Gitter-Anodenraum 
soll die Geschwindigkeit, mit der die Elektronen 
in diesem Raum eintreten, verschwindend klein 
sein, 

9. der AuBenwiderstand soll stets reell sein, 


10. die Scheitelwerte von Wechselspannungen und 
-stromen sollen nicht gréBer als die tiberlagerten 
Gleichspannungen bzw. -stréme werden, 

11. das Elektron soll als Massenpunkt mit elektri- 
scher Ladung angesehen werden; seine Masse sei 
von der Geschwindigkeit des Elektrons unab- 
hangig. 


2. Berechnung der nichtlinearen Verzerrungen 
im Kathoden-Gitterraum einer Verstirkertriode 
2.1. Die Stréme 


Ausgangspunkt der Betrachtungen bildet die 
Raumladungsdiode (Bild 2). Zwischen Kathode und 
Anode ist eine Gleichstromquelle J_ und eine Wech- 
selstromquelle J. angeschlossen. Die Wechselstrom- 


Tges=linti+Jc 


Bild 2. Zur Betrachtung der 
Stréme in einem Stromkreis ~ 
liber eine Raumladungs- 
diode; Erklarung im Text. 


quelle treibe einen sinusformigen Strom durch die 
Rohre, so daB der Gesamtstrom die Form 


Ign = t+ fein oi = I (k + Asin?) ~ (3) 
annimmt. Als Nebenbedingung gelte 2 = I Pea 

Der Gesamtstrom [ges ist fiir jedem Zeitpunkt an 
jeder Stelle des Stromkreises, auch innerhalb der 
Rohre, der gleiche. Nach der Theorie der Laufzeit- 
erscheinungen setzt er sich auf den Zuleitungen aus 
zwei Anteilen, dem kapazitiven Ladestrom J, und 
dem Influenzstrom Jin} zusammen [1]. Der kapazi- 
tive Ladestrom ist durch die Elektrodenkapazitat 
bedingt und flieBt auch ohne Elektroneniibergang 
in der Rohre. Der Influenzstrom erfiillt durch Zu- 
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und AbflieBen von Ladungstraégern die Energie- 
pilanz fiir die jeweilige Bewegungsform der Hlek- 
tronen. Der Gesamtstrom setzt sich im Inneren der 
Rohre fort, besteht dort jedoch aus der Summe 
zweier anderer Stromanteile, dem Leitungsstrom J, 
und dem Verschiebungsstrom Jy. Der Leitungs- 
strom ergibt sich aus der Zahl der in der Zeiteinheit 
durch den betrachteten Querschnitt hindurch- 
tretenden Elektronen. Der Verschiebungsstrom 
flieBt infolge der zeitlichen Anderung der elektri- 
schen Feldstarke; er ist ihr proportional. Leitungs- 
strom und Verschiebungsstrom weichen in ihrer 
Zeitfunktion fiir jeden Querschnitt in verschiedener 
Weise vom Sinuscharakter des Gesamtstroms ab 
und decken sich nur als Summe mit diesem. Das- 
selbe gilt auch fiir den Influenzstrom und fiir den 
kapazitiven Ladestrom; letzterer ist nur bei kalter 
Rohre sinusformig, bei Elektroneniibergang wird er 
verzerrt, weil die Spannung zwischen Kathode und 
Anode nicht sinusformig ist. Es gilt also der Zu- 
sammenhang 


lees = Le + Linti = Nis Ty. (4) 


Das Ziel dieses Abschnittes ist es nun, die Zeit- 

funktion des Leitungsstroms in der Anodenebene 

bei sinusfoérmiger Spannung zwischen Kathode und 

Anode zu berechnen. In der gittergesteuerten Rohre 

bildet ja das Gitter die Anode der Raumladungs- 

diode, der Leitungsstrom tritt dabei jedoch in den 

Gitter-Anodenraum iiber. 

Fiir den hier vorliegenden Fall, daB die Kathode 
Elektronen in beliebiger Menge liefern kann (Raum- 
ladungsfall), ist die Bewegungsgleichung der Elek- 
tronen nach der Laufzeittheorie [1] nur mit dem 
Gesamtstrom verkettet: 

d3y e 
di8 meq F Tees. (6) 

Es bedeuten: 

e Elektronenladung, 

m Elektronenmasse, 

F Kathodenoberflaiche, 

t Zeit, 

é9 absolute Dielektrizitaétskonstante, 

y Bewegungskoordinate in senkrechter Richtung 
zur Gitterebene (Nullpunkt in der Kathoden- 
ebene). 

Dies bedeutet, da das Ziel der Rechnung, die Zeit- 

funktion des Leitungsstroms, nur iiber einige Um- 

wege erreicht werden kann. Man geht zundchst von 

einem sinusférmigen Gesamtstrom aus (Gl. (3)). 

Dann nimmt die Bewegungsgleichung (5) eine ein- 

fache Gestalt an und 1aBt sich leicht auf elementare 

Weise integrieren. Zum Influenzstrom gelangt man 

dann durch die Beziehung [1] 

t 
1 dy 
dhe ees pecs, 
intl = | | Dix (to) ey dio. (6) 
b= 

Ii, ist dabei der Leitungsstrom an der Kathode, to 

der Startzeitpunkt der Elektronen. t ist die Lauf- 
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zeitdifferenz fiir die Abstandsstrecke d zwischen 
Kathode und Gitter. Da an der Kathode der Ver- 
schiebungsstrom J, stets verschwindet, ist an dieser 
Stelle der Leitungsstrom nach Gl. (4) gleich dem 
Gesamtstrom; dieser ist durch Gl. (3) gegeben. dy/dé 
erhalt man durch zweimalige Integration von Gl. (5). 
Das Integral fiir den Influenzstrom kann dann in 
einfacher Weise gelost werden. Es ist eine Funktion 
seiner Grenzen, hangt also von der Zeit ¢ und von 
der Elektronenlaufzeit t bzw. vom Laufwinkel 
a = wt ab. Die Lésungsfunktion lautet 


Tint 
== 
jie 


2 A [fi (a) sin wt + fe(«) cos w t] + 


i = A Lfs (x) + fala) sin2at+ (7) 


+ f5(a)cos2mt]. 


Die Funktionen /;(«) bis f5(«) sind im Anhang ge- 
nauer dargestellt; a ist der Laufwinkel bei ver- 
schwindend kleiner Aussteuerung, gegeben durch 


y 6meo Fdw3 
=—— ; 
Oils 


Gl. (7) ist jedoch nicht die explizite Zeitfunktion des 
Influenzstroms, da ja « selbst von der Zeit abhangt; 
sie stellt die Zeitfunktion dieses Stroms nur fir 
kleine Aussteuerungsgrade (A < 1) in erster Nahe- 
rung dar. Kubische Verzerrungen werden in dieser 
Form gar nicht erfaBt; bei der Betrachtung der 
linearen Laufzeiterscheinungen werden auch die 
quadratischen Glieder in 4 vernachlassigt. 

Die wichtigste Aufgabe in diesem Rahmen ist nun 
die Bestimmung der Zeitabhangigkeit von «. Den 
Ausgangspunkt hierfiir liefert Gl. (5). Nach drei- 
maliger Integration erhalt man unter Einfiihrung 
der schon definierten Winkel « und «— und der an- 
gegebenen Randbedingungen 


a3 = «3 + 6A[fe(x)sin wt + f7(x)coswt]. (8) 


Gl. (8) miiBte nun nach « aufgelést werden. Da aber 
fe und f7 aus trigonometrischen Funktionen von « 
aufgebaut sind, ist dies in analytisch geschlossener 
Form nicht méglich, jedoch kann « als Potenzreihe 
von A dargestellt werden. Im Anhang wird gezeigt, 
wie man diese Reihen erhalt; sie haben die Form 


sy A ty 22 4 nieve 
+ S2A + tg 22 +4 ++ 


(7a) 


CGO 


a2 == a2 


(9) 
an = a + SpA + tad? + >>> 


Die Koeffizienten s, und ¢, hangen in analytisch 
geschlossener Form von «_, sin wt und cos wt ab. 
Wie weiterhin im Anhang dargestellt wird, kann 
man die Funktionen f1(«) bis f5(«) der Gl. (7) in 
trigonometrische Reihen, also in Potenzreihen von « 
liberfiihren; setzt man in diese Reihen das Glei- 
chungssystem (9) ein, so erhalt man die exakte Zeit- 
funktion des Influenzstroms in Form einer Potenz- 
reihe in A, deren Koeffizienten Funktionen des Lauf- 
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winkels «_ und der Zeit sind. Es ist dabei bedeut- 
sam, da die Abhingigkeit der Koeffizienten vom 
Laufwinkel «in analytisch geschlossener Form dar- 
gestellt werden kann, die Entwicklung also fiir 
beliebig groBe Laufwinkel giiltig ist. 

Es mu8 nun untersucht werden, nach welchem 
Glied die Reihen (9) abgebrochen werden diirfen. 
Wie man aus Gl. (7) ersieht, werden die Reihen (9) 
beim Einsetzen mit Faktoren multipliziert, die in A 
mindestens linear sind. Bricht man die Reihen (9) 
daher nach dem quadratischen Glied ab, so werden 
im Influenzstrom alle in 4 kubischen Anteile be- 
riicksichtigt und damit die kubischen Verzerrungen 
voll erfaBt. Entwickelt man beim Einsetzen in Gl.(7) 
bis zu kubischen Gliedern in /, so erhalt man fiir den 
Influenzstrom 


Finn =1+ (a sinwt + 0b’ coswt) + 
+ 2 (asin 2@t+ b’’cos2mt) + (10) 
+ 23(a’" sin wt + 6’ cos wt). 
Die Koeffizienten a’, ...; b’, ... sind dabei in analy- 


tisch geschlossener Form darstellbare Funktionen 
von «— und werden in den folgenden Abschnitten 
weiter verwendet. Die erste Zeile stellt neben dem 
Gleichstrom den linearen Anteil des Influenz- 
stromes dar, die zweite die quadratischen und die 
dritte Zeile die kubischen Verzerrungen. Bei den 
letzteren sind Glieder mit 3m¢t vernachlassigt 
worden, weil sie in diesem Rahmen nicht interessie- 
ren. Zur Ermittlung des kubischen Differenzton- 
faktors ware zunachst die Kenntnis der quadrati- 
schen Verzerrungen nicht notig. Fir weiter unten 
folgende Betrachtungen, speziell fiir die Auswertung 
der Gl. (17), ist jedoch auch diese Art der Ver- 
zerrung von Wichtigkeit. Interessant ist, da kein 
zusatzlicher Gleichstromanteil entstanden ist, ob- 
wohl sich eine erste Oberwelle bildet. Vom physi- 
kalischen Standpunkt aus muB dies jedoch auch ge- 
fordert werden, da ja die Influenzstrome durch Zu- 
und AbflieBen von Ladung in die Elektroden die 
Energiebilanz fiir die jeweilige Bewegungsform der 
Elektronen erfiillen. Ein geschlossener Gleichstrom- 
kreis ist jedoch nicht vorhanden. 

Da der Gesamtstrom nach Gl. (4) gleich der 
Summe aus Influenzstrom und kapazitivem Lade- 
strom J, ist, kann nun auch der kapazitive Lade- 
strom angegeben werden, da die beiden anderen 
Stréme bekannt sind, 


Io = I ges Tint 
fee oe ATs Ems 
Mit Gl. (10) erhalt man 
FE = Al —a')sin ot —B cos of -- 


7 4+42(—a’sin2wt—bcos2wt)+ (11) 


+ 43(— a’ sin ot —b’” coswt). 


2.2. Die Gitter-Kathodenspannung bei sinusférmigem 
Gesamtstrom 
Die zwischen Gitter und Kathode liegende Span- 
nung ist gegeben durch den Ausdruck 
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d 1 
U=U_+ alee U+ a | teat. (12) 


U_ ist dabei die sich nach dem Raumladungsgesetz 

bei dem Strom J_ bildende Gleichspannung, C die 
Kapazitat zwischen Kathode und Gitter. 

Beriicksichtigt man die fiir die Raumladungsdiode 

1 4m U_ 

Opto 8 Te: 


giltige Beziehung [1] 
nach Integration 


, so erhalt man 


! ! 


U= v1 +5 [4-2 sinwt+" — 
= (Cb 


eo) 
cos wt} + 


aa laa 


b 
+ 72 [ OM sin2mé+ Ja coset] —- 


+ A8 (— i sin wt + ~ cos ot)]} (13) 


Die Spannung U/U_ zwischen Kathode und Gitter 
1a8t sich somit fiir den hier vorliegenden Fall des 
sinusférmigen Gesamtstromes durch eine Potenz- 
reihe darstellen. Wir fiihren wegen der besseren 
Ubersicht Abkiirzungen ein; dann lautet die Reihe 


Oye , Ig ” tee vt I, \8 
Salt ea (7) LZ (4) (14) 


Hierbei ist J, nur der Wechselstromanteil des Ge- 
samtstromes Iges. Die Koeffizienten sind komplex, 
dergestalt, da der Imaginarteil von Z eine Kom- 
ponente der Spannung bildet, welche der durch den 
Realteil gebildeten um 90° vorauseilt : 


Z'— A’ + j8', Gt ae AU + 7B", 
Zi eA a ae 
Kin Koeffizientenvergleich zwischen Gl. (13) und 
(14) liefert die drei GréBen Z’, Z’’ und Z'”: 


4b’ _ 4(a’—1 
fia CALE ei 


Bee oom 
4a” Apia 
Tes : ; 15 
aioe es ue) 
i 16 pb” ; 16a’ 
ip 9a Og 2% 


Die Funktionen A’, A’’, A’”’, B’, BY’, B’” sind in 
Abhangigkeit vom Laufwinkel a aufgetragen 
(Bild 3). 

Untersucht man bei diesen Funktionen zur Kon- 
trolle den Grenziibergang «> 0, so ergibt sich 


tr 4 
lide lim A” =—72, lim A =Aqic 
a0 3 a.—>0 a0 
lime. B == 0; — lim’ B= 0, lim BY = 10; 
a_—>0 a.—>0 a.—>0 


Fiir niedere Frequenzen («= 0) erhalt man somit 
die Spannung 


U = 
Res Tee fey 
=v-_(l + 3 Asinwi—> Asin? wt + aA sin’ wt). 


(16) 


Genau das gleiche Ergebnis bekommt man, wenn 
man von der Raumladungsfunktion I = kU3!? und 
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++ 


0 
-902 
Za elle 
-04 L [ -006 5 = 
"0° 20) 0°" ees rene O° a Gican nego Nm t20¢ O° bt: 20° esas a 120 
(0 ie 6 (o4 


Bild 3) Die Bunktionen)A...>-b ,..- 


dem Strom J = J_(1 + Asin wt) ausgehend eine 
Reihe fiir U entwickelt. Somit ist gezeigt, dali die 
fiir das Laufzeitgebiet berechneten Verzerrungen 
beim Ubergang «> 0 in die Verzerrungen iiber- 
gehen, welche man durch Analyse der normalen 
Raumladungskennlinie erhalt. 


2.3. Die Verzerrungen des Gesamtstromes und des 
Leitungsstromes bei sinusformiger Gitter- 
Kathodenspannung 


Bisher sind nur die Verzerrungen der Spannung 
bekannt, wenn der Gesamtstrom sinusfoérmig ist. 
Fir das endgiiltige Ergebnis ist es aber wichtig zu 
wissen, welche Verzerrungen der durch die Gitter- 
ebene hindurchtretende Leitungsstrom tragt, wenn 
die Steuerspannung zwischen Kathode und Gitter 
sinusfoérmig ist. Durch Inversion der Reihe (14) er- 
halt man zunachst die Verzerrungen des Gesamt- 
stromes bei sinusformiger Spannung : 


; Ee GAP oe 
ay Gay TANTS 


U \3 
DU pe PMS fil fle | 
1(F- 


I ges 


12 


] 
i 


a, (ad Orne 
a4 Zam (2h 


/ 


‘tr U é 
Wil) 
Die Koeffizienten W’ = HE’ + jF’,W" =H" 4+jF", 
W'' = H’” 4+ jF’” sind ebenfalls komplex und in 
Abhangigkeit von «— in Bild 4 dargestellt. 


in Abhangigkeit vom Laufwinkel «_. 


Der Leitungsstrom J; in der Gitterebene ist ge- 
geben durch [1] 


i) = 
t (t const) 
Kh= l(t : : (18) 
il 1k ( 0) 1 
i dto (¢ = const) 


Th, ist dabei der Leitungsstrom in der Kathode, der 
die Form 


ane => LEE ob Asin wt) 


haben moge. dy/dé gewinnt man aus Gl. (5) durch 
zweimalige Integration. dy/dfo ergibt sich durch 
dreifache Integration von Gl. (5) und anschlieBende 
Differentiation nach to. Man erhalt dann den Lei- 
tungsstrom als Funktion der Zeit und des Laufwin- 
kels «, dessen Zeitabhangigkeit wiederum beriick- 
sichtigt werden muB; dies geschieht nach dem 
gleichen schon beschriebenen Verfahren. Man erhalt 
schlieBlich eine Potenzreihe von der Form 

Tg ” Tg 3 wr Tg 3 3 
et" (Ze) + "(FE 5 9) 


I, ist der Wechselstromanteil des Gesamtstromes. 
Dabei ist allerdings zu beriicksichtigen, daB durch 
das quadratische Glied wohl die entsprechende erste 
Oberwelle gebildet wird, nicht jedoch ein Gleich- 
stromanteil. Dies mu8 auch gefordert werden, denn 
der Gleichstrom in der Kathodenebene muB fiir alle 
Laufwinkel gleich dem in der Gitterebene sein, weil 


06 


0 
o° 40° 


Somit sind die Verzerrungen des Gesamtstromes 
Iges bei sinusférmiger Steuerspannung zwischen 
Kathode und Gitter bekannt, nicht aber die uns 
interessierenden Verzerrungen des durch die Gitter- 
ebene tretenden Leitungsstromes. Der Gesamtstrom 
ist nur in der Kathodenebene mit dem Leitungs- 
strom identisch; der Leitungsstrom in der Gitter- 
ebene wird noch zusdtzlich verzerrt. Wir miissen 
diese Verzerrungen gesondert betrachten und gehen 
am besten von der Annahme aus, da® der Leitungs- 
strom in der Kathodenebene zunachst unverzerrt, 
d. h. sinusférmig sei. 


ao_—_> 


—— 
Bild 4. Die Funktionen EH’, ...; F’, ... 


eit 


S02 NRrZ02 g0° 


40° 
o_—> 


in Abhangigkeit vom Laufwinkel «_. 


120° 


wahrend des Elektroneniibergangs Ladungstrager 
weder zugefiigt noch abgezogen werden. Die Funk- 
tionen 


V’ = Cc’ + we Ve = GA + Ps 
Ae = GE + ee 
sind in Abhangigkeit vom Laufwinkel «_ auf- 
getragen (Bild 5). 
Bei einer sinusférmigen Steuerwechselspannung 
U =Usinwt 


zwischen Gitter und Kathode liefert Gl. (17) den 
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Bild 5. Die Funktionen 0’, ...; D’, ... in Abhangigkeit vom Laufwinkel «_. 


verzerrten Gesamtstrom (ohne Gleichstromanteil) 


FE a ELE ASG 
=|W aaa fe 


sinwt. 


T. im (20) 
Hierin sind nur die Grundwellenanteile beriick- 
sichtigt. Der durch Gl. (20) gegebene in der Ka- 
thodenebene vorhandene Strom erscheint nun in 
der Gitterebene nochmals nach MaBgabe der Gl. (19) 
verzerrt. Setzt man demnach Gl. (20) in (19) ein, so 
erhalt man schlieBlich den urspriinglich gesuchten 
verzerrten Leitungsstrom in der Gitterebene bei 
sinusférmiger Steuerspannung. Man erhalt, wenn 
man nur Grundwellenanteile beriicksichtigt, 


I U 
ele yp Fe sinwt + Vs W +V" (W’)3] x 


‘jas 
U 3 
x -) sin wt. 


Kiirzt man zur Vereinfachung Real- und Imaginar- 
teil der komplexen Koeffizienten ab, so erhalt man 


(21) 


U 3 
5 =(@ +jH') 7-sinwt + 7G" + iH”) x 


ET 3 
x (2) sinwt. 


Es zeigt sich, daB durch die erste Oberwelle des Ge- 
samtstromes und durch die Wirkung des quadrati- 
schen Gliedes der Gl. (19) ebenfalls wieder kubische 
Grundwellenanteile entstehen. Diese sind jedoch in 
ihrer Amplitude vernachlassigbar klein. 

Mit Gl. (21a) 1aBt sich nun leicht der kubische 
Differenztonfaktor bestimmen. Wie aus den Gl. (1) 
und (2) ersichtlich, besteht ja die Steuerspannung 
aus zwei Sinusspannungen sehr benachbarter Fre- 
quenz. Wenn man dies beriicksichtigt, erhalt man 


(21a) 


~ 


Urea ices Ugh. 
—sinwt = —sinw,t+ — smn owet 


Uz iS bys 


A 


ae 3 
und. (2) sin ot = (22) sin (2 @1— 2) t + 


Oot sae 
+ Tv. sin (2 w@2—@e2)t+°"'. 


Somit ergibt sich fiir den in Abschnitt 1 definierten 
kubischen Differenztonfaktor ds 

Ba ae 7 He (ar 
4 | @’ + jH’| Cais 
Es ist noch zu beachten, dab Vollaussteuerung be- 
reits vorhanden ist, wenn U, 9 = U_/2, denn U/U_ 


d3 = (22) 


darf nach Voraussetzung nicht gr6Ber als eins sein. 
Definiert man nun ein Aussteuerungsma’ v, von 0 
bis 1 laufend, wobei v = 1 fiir den Fall Oe = OES Pa: 
so ergibt sich 

. 3 Ge edit. ol 


de = 
DE EAU pS ENE 


(23) 


80° 


O._—> 


80° 


40° 


120° ile 120° 


Bild 6. Die Funktionen G’, H’, G’’, H’” in Abhangigkeit 
vom Laufwinkel «_. 


Die komplexen Funktionen G"’, H’, G’’’ und H’” sind 
in Abhangigkeit vom Laufwinkel «— aufgetragen 
(Bild 6). Als Ergebnis der Untersuchungen ist die 
interessierende GroBe d3/v2 in Bild 7 dargestellt. 
Man erkennt, daB der Differenztonfaktor bei gr6Be- 
ren Laufwinkeln betrachtlich groBer ist als bei ver- 
schwindendem Laufwinkel; sein Maximalwert bei 
etwa 100° ist rund achtmal groBer als bei niedrigen 
Frequenzen. 


sy fd Sa eR 

G3 

y29 

0 

02 40° 80° 120° 
O_—e 


Bild 7. Der fiir den Kathoden-Gitterraum giiltige, auf 
Vollaussteuerung bezogene Differenztonfaktor d3 
in Abhangigkeit yom Laufwinkel a_. 


3. Berechnung der nichtlinearen Verzerrungen 
im Gitter-Anodenraum einer Verstirkertriode 


Durch die Gitterebene stréme ein sinusformiger 
Leitungsstrom von der Form 


titan or tlle ot), (24) 
7 ae Mp te 28 | 


in den Gitter-Anodenraum ein. Dann flieBt in den 
Zuleitungen des Gitter-Anodenraumes ein Gesamt- 
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strom, der nach GI. (4) aus der Summe von kapazi- 
tivem Ladestrom und Influenzstrom besteht. Dieser 
Strom durchflieBe einen Schwingungskreis, welcher 
auf die Frequenz w abgestimmt ist; sein Resonanz- 
widerstand sei R,. Rechnet man die Gitter-Anoden- 
kapazitaét mit zur Schwingkreiskapazitaét, so wird 
der reelle AuBenwiderstand R, nur vom Influenz- 
strom durchflossen. Die Bestimmung der Ver- 
zerrung dieses Influenzstromes ist das Ziel der Be- 
rechnung in diesem Abschnitt. Zur Demonstration 
der Ahnlichkeit der Zusammenhinge sind ahnliche 
GréBen mit den gleichen Buchstaben wie im vorher- 
gehenden Abschnitt bezeichnet. Es ist also zu be- 
achten, daB gleichbezeichnete GroBen im folgenden 
nicht identisch (ausgenommen Naturkonstanten 
usw.) mit denen des vorhergehenden Abschnitts 
sind. 

Der durch den AuBenwiderstand R, flieBende 
Influenzstrom ist gegeniiber dem Leitungsstrom in 
der Gitterebene um einen noch unbekannten Be- 
trag m in der Phase verschoben. Er erzeugt an Ra 
eine Wechselspannung, so da unter Beriicksichti- 
gung der Anodengleichspannung U_ die Beschleuni- 
gungsspannung fiir die Elektronen im Gitter- 
Anodenraum die Form 


U = U_+ Usin(wt + 9) (25) 
hat. Wenn man voraussetzt, daB im Gitter-Anoden- 
raum keine Raumladung vorhanden ist, so lautet 
die Bewegungsgleichung fiir die Elektronen 

Oey meee 
di2 md 


Hierin sind d der Gitter— Anodenabstand und y die 
Bewegungskoordinate in senkrechter Richtung zur 
Anodenebene (Nullpunkt in der Gitterebene). 

Fiir den Influenzstrom ist die Gl. (6) bestimmend: 


[U_+ Usin(wt + y)]. ~ (26) 


t 
1 d 

Tinn = al qr (to) Ge Alo 
t—t 


J, ist dabei der Leitungsstrom in der Gitterebene 
und t die Laufzeit im Gitter-Anodenraum. J; ergibt 
sich aus Gl. (24): 


I, (to) = I+ Tsinw to. 


Da dy/dé durch Integration von GI. (26) gewonnen 
werden kann, gelingt die Lésung des Integrals in ele- 
mentarer Form. Man erhalt den Influenzstrom in 
Abhangigkeit von der Zeit, vom Laufwinkel « und 
vom Grundlaufwinkel «_, der sich bei verschwin- 
dend kleiner Spannungsaussteuerung (Ra = 0) er- 
gibt. Fir den Grundlaufwinkel gilt der Zusammen- 


hang od 
oe : 


a) aa 
|e 
m 


Die Zeitabhangigkeit von « laBt sich hier auf 
ganz ahnliche Weise nach demselben im vorigen Ab- 
schnitt beschriebenen Verfahren ermitteln: Aus 
Gl. (26) gewinnt man durch zweifache Integration 
mit den fiir diesen Raum giiltigen Randbedingungen 
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eine Beziehung zwischen «, «-, ¢ und U/ U_; hieraus 
kann eine Reihe fiir & mit Potenzen von U/U_ ent- 
wickelt werden, in der die iibrigen Variablen als 
Parameter fungieren. Diese Reihen kénnen in die 
Lésungsfunktion eingesetzt werden und liefern dann 
die Zeitfunktion des Influenzstroms, aufgeteilt in 
den Gleichstromanteil, den Anteil der Linearglieder 
und die Verzerrungen. Aus dem Anteil der Linear- 
glieder kénnen nun auch die zunachst noch un- 
bestimmten GrdBen U und g gewonnen werden. 
Als Endergebnis erhalt man den Influenzstrom in 
Form einer Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten 


Lint qi ’ i a vr ly 3 
S L_ (Zz L § T oa(2a) 


Die Koeffizienten sind Funktionen vom Grundlauf- 
winkel « und vom auf den Gleichstromwiderstand 
U_/I_ normierten AuBenwiderstand 

Ra 
ae te 


h= 


Der Wert wu bewegt sich in der Praxis von 0 bis 
etwa l. 

Setzt man in Gl. (27) fiir J; den Wechselstrom- 
anteil J sin wt ein und beriicksichtigt nur Grund- 
wellenanteile, so ergibt sich 


Fi 
Aol = 1+ (s'at : 8" 23) sin wt. (28) 
7S 4 

Die fiir den kubischen Differenztonfaktor wich- 
tigen GroBen 


M’=Re(S'), N’=Im(8’), MM” =2Re(9”) 
3 


Se: 


und Im (S’”’) 
sind in Abhangigkeit von «_ in Bild 8 aufgezeichnet. 
Der normierte AuBenwiderstand u dient als Para- 


meter. Der steuernde Leitungswechselstrom 
i Tsinot 


soll nun aus zwei WechselstrOmen sehr benach- 
barter Frequenzen bestehen: 


i ie sin wm, + ie sin wet. 


Dann ergibt sich fiir den kubischen Differenzton- 
faktor des Influenzstromes durch R, unter sinn- 
gemaBer Verwertung der schon im Abschnitt 2 dar- 
gestellten Gedankengange 
ee | 4+ GN’ | 

4. | M'+jN"| 
v ist hier wiederum das auf den Gleichstrom be- 
zogene Aussteuerungsma mit der Definition, daB 


v = 1, wenn A 
foe Laos 


Als Ergebnis der Betrachtungen fiir den Gitter- 
Anodenraum ist der auf das Quadrat des Aussteue- 
rungsmaBes normierte kubische Differenztonfaktor 
d3/v2 in Abhangigkeit von «— und Hin Bild 8 rechts 
aufgetragen. Man erkennt eine starke Abhingigkeit 
des Differenztonfaktors vom AuBenwiderstand und 


(29) 
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Bild 8. Die Funktionen M’, N’, M fe et Ae und der hieraus abgeleitete, fiir den Gitter-Anodenraum gultige Differenz- 
tonfaktor in Abhangigkeit vom Laufwinkel «-; als Parameter dient der normierte AuSenwiderstand (the 


vom Laufwinkel «_; das Maximum liegt bei einem 
Laufwinkel von etwa 70°. 

Beim Grenziibergang «_—> 0 verschwinden auBer 
M’ = Re(S’) alle Koeffizienten der Gl. (27); M’ 
wird in diesem Fall gleich eins. Man erhalt dann 


leaves Tote Tsin wt. 


Das bedeutet, daB der Influenzstrom bei verschwin- 
dend kleinem Laufwinkel « gleich dem Leitungs- 
strom in der Gitterebene wird. Dies entspricht den 
bekannten Verhaltnissen bei niedrigeren Frequen- 
zen. 


4. Betrachtung tiber die zu erwartenden 
Gesamtyerzerrungen 


Bisher sind die Laufzeitverzerrungen fiir den 
Kathoden-Gitter- und den Gitter-Anodenraum ge- 
trennt behandelt worden. Es erhebt sich nun die 
Frage, welche Aussagen auf Grund des bisher Be- 
handelten iiber die Gesamtverzerrungen gemacht 
werden kénnen. 

Zur Berechnung der Gesamtverzerrungen muB 
beriicksichtigt werden, daB der durch die Gitter- 
ebene in den Gitter-Anodenraum eintretende Lei- 
tungsstrom nicht sinusformig, sondern bereits durch 
die Laufzeiteffekte im Kathoden-Gitterraum ver- 
zerrt ist. Diese Verzerrung wird einmal linear an 
den Ausgang der Rohre iibertragen, zum zweiten 
wird der unverzerrte Anteil des Gitterleitungsstro- 
mes durch Laufzeiteffekte im Gitter-Anodenraum 
verzerrt. Beide Anteile addieren sich vektoriell und 
liefern die Gesamtverzerrung. Diese vektorielle Ad- 
dition ist durch die beschriebene Darstellung der 
Verzerrungen durch eine Potenzreihe mit kom- 
plexen Koeffizienten méglich, weil auf diese Weise 
die Phasenbeziehungen der Linear- und der Ver- 
zerrungsanteile beriicksichtigt sind. Es witrde jedoch 
im Rahmen dieser Arbeit zu weit fiihren, hierfiir 
allgemein giiltiges Tabellenmaterial anzugeben, weil 
ja der Laufwinkel im Kathoden-Gitterraum, der 
Laufwinkel im Gitter-Anodenraum, der Aufen- 
widerstand und der Durchgriff der verwendeten 
Triode frei wihlbare Parameter darstellen. 

Zwei Sonderfille lassen sich jedoch leicht iiber- 
sehen. Im ersten, in der Praxis haufig vorkommen- 
den Fall, soll angenommen werden, daB die Ver- 
zerrungen im Gitter-Anodenraum vernachlassigbar 


klein sind. 


‘= i) tga A 
Deira 5, ve or siete 


Der kubische Differenztonfaktor der Gesamtver- 
zerrung ist dann durch Gl. (23), der Laufwinkel o_ 
durch Gl. (7a) gegeben. Die wirksame Gleichspan- 
nung U_ zwischen Kathode und Gitter ist in tib- 
licher Weise durch die Gleichung 


U_= —U,g_+ DU 4_ 


gegeben. Ug_ ist die Gittergleichspannung, U,_ die 
Anodengleichspannung und D der Durchgriff der 
Rohre. 

Hierbei muB jedoch folgender Zusammenhang be- 
ricksichtigt werden: 

Die die Steuerung verursachende Wechselspan- 


nung CU zwischen Gitter und Kathode ist nicht durch 
die an diesen Klemmen meBbare Wechselspannung 
gegeben, sondern hangt tiber den Anodendurch- 


eriff D auch von der Anodenwechselspannung Us 
ab. Bei verschwindend kleinen Laufwinkeln a_ ist 
der durch den Durchgriff bedingte Anteil der Steuer- 
spannung gegenphasig zur Gitterwechselspannung. 
Man erhalt dann die bekannten Beziehungen fiir die 
Verstarkung einer Triode. Im Laufzeitgebiet da- 
gegen eilt der Anteil der Anodenwechselspannung 
der Gitterwechselspannung um einen gewissen Pha- 
senwinkel nach. Dieser hangt von den jeweiligen 
Laufwinkeln « in den beiden Laufréumen ab. Die 
Verhialtnisse lassen sich am besten aus Bild 9 ab- 
lesen. 


Bild 9. Diagramm zur Bestimmung des Phasenwinkels 
zwischen Gitter- und Anodenwechselspannung. 


Die eingepragte Gitterwechselspannung Us ist 
nach rechts als Zeiger 1 aufgetragen. Zu ihr addiert 
sich vektoriell die um den Bruchteil D verminderte 


Anodenwechselspannung Us (Zeiger 2). Die Zeiger- 
summe (3) stellt dann die den Kathoden-Gitterraum 
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steuernde Spannung U dar. Nach den Berechnungen 
fiir den Kathoden-Gitterraum flieBt dann durch die 
Gitterebene ein Leitungsstrom J), der um den 
Winkel H’ 

@® = arctan — 


G 


der steuernden Spannung U voreilt (Zeiger 4). In- 
folge dieses Leitungsstromes flieSt nach den Berech- 
nungen fiir den Gitter-Anodenraum durch den 
AuBenwiderstand R, ein Influenzstrom Jini; er eilt 
dem Leitungsstrom um den Winkel arctan (N‘/J’) 
vor (Zeiger 5). Gegenphasig zum Influenzstrom liegt 
die Anodenwechselspannung U, (Zeiger 6), welche 
mit dem Leitungsstrom J; der Gitterebene den Win- 
kel ¢ bildet. Parallel zu dem Zeiger 6 liegt der die 
Gitterwechselspannung Ug, beeinflussende Zeiger 2, 
um den Bruchteil D gekiirzt. 
Der Kosinussatz liefert nun die Beziehung 


020-20, = 2D DU pcos (ed) aa(a0) 
Verwendet man in Gl. (30) den Zusammenhang 
0, =p|S'V'w'| 0, 
so erhalt man 
U =U, x i (31) 
V1 + [DplS'V WP —2 Dy S'V'W"| cos (p—®) 
Zur Vereinfachung sei diese Gleichung abgekiirzt 


es UZOrP. (31a) 


Fir kleine Laufwinkel «— wird 


so da in diesem Fall die Gleichung fiir CU in die 
bekannte Form ii 
g 


I + (R,/ Ri) 
tibergeht. 


Die Funktion P ist durch die Verhaltnisse in der 
Rohre bedingt und hangt nicht von der duBeren 
Schaltung (z. B. Gitter- oder Kathodenbasisschal- 
tung) ab. Sie ist fiir sehr kleine Laufwinkel kleiner 
als eins und nimmt mit steigendem Laufwinkel zu. 

Bei der Bestimmung des kubischen Differenzton- 

faktors nach Gl. (23) ist also zu beachten, daB die 
Steuergr6Be v noch mit P zu multiplizieren ist: 
3 |G" 4+jH"” 
16 |@’+jH’| ° 
Fir ka =0 wird P=1, so daB die Gl. (32) und (23) 
identisch sind. Fiir von Null verschiedene Au8en- 
widerstaénde kann P je nach der GréBe der Lauf- 
winkel in den beiden Laufriiumen gré8er oder klei- 
ner als eins sein. Dieses Verhalten ist schon von 
H. Zuurt beschrieben und gedeutet worden [5]. 

Im zweiten Sonderfall soll angenommen werden, 
da8 die Verzerrungen im Kathoden-Gitterraum 
klein sind gegeniiber den Verzerrungen im Gitter- 


ue 


ds = (vP)? (32) 
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Anodenraum; dies wird in der Praxis nur bei gréBe- 
ren AuSenwiderstainden der Fall sein. Zur Bestim- 
mung des kubischen Differenztonfaktors mu dann 
von Gl. (29) ausgegangen werden. v bedeutet dort 
das Aussteuerungsma des Leitungsstromes in der 
Gitterebene. Nach Gl. (21) ist nun, wenn die Ver- 
zerrungen im Kathoden-Gitterraum voraussetzungs- 
gemaB klein sind, 

qi ae as 8 Ug 

re x VW iZ i 
Wenn man in iiblicher Weise als Aussteuerungs- 
maB v die auf die Gleichspannung U_ bezogene 
Wechselspitzenspannung zwischen Kathode und 
Gitter benutzt, so ergibt sich fiir die Aussteuerung 
des Leitungswechselstromes in der Gitterebene der 
pee vo| VW" | P. 
Nun wirkt jedoch iiber den Durchgriff der Réhre 
auch der kubische Grundwellenanteil der Anoden- 
wechselspannung auf den Eingang der Rohrenschal- 
tung zuriick, und zwar auf dieselbe Weise wie fir 
den linearen Grundwellenanteil; auch er andert sich 
um den Faktor P. Somit ist der kubische Differenz- 
tonfaktor am Ausgang der Réhrenschaltung fiir den 
Fall sehr geringer Verzerrungen im Kathoden- 
Gitterraum 


v2 / / | 
ds =—-|V'W' | P8 


= Ve 


M'"’ +jN"” 
| a+ "| 


(33) 


Das Zunehmen der Funktion P mit steigendem 
Laufwinkel bewirkt, daB sich bei Trioden infolge 
der Riickwirkung iiber den Durchgriff das in Bild 8 
rechts gezeigte Maximum des Differenztonfaktors fiir 
a— = 70° nicht oder nur schwach auswirkt. 


5. Messungen und MeBergebnisse 
5.1. Priifung der linearen Laufzeiterscheinungen 


Zur Priifung der theoretischen Ergebnisse wurden 
Verstarkertrioden untersucht. 

Bei der Suche nach geeigneten Réhren zeigte sich, 
daB keine der handelsiiblichen Rohren fiir die MeB- 
versuche zu verwenden war. Die bekannten Schei- 
bentrioden mit ihren kleinen Elektrodenabstinden 
ergaben in dem Frequenzgebiet, in dem die Mes- 
sungen durchgefiihrt werden konnten, zu kleine 
Laufwinkel; ein verzerrungsfreier Zweiton-Genera- 
tor mit geniigender Leistung und eine MeBanord- 
nung zur selektiven Aussiebung von Nutz- und 
Stérschwingungen standen nur fiir Frequenzen bis 
500 MHz zur Verfiigung. Ubliche Rohren fielen aus, 
weil eine exakte Messung der Wechselspannungen 
an den Elektroden wegen der langen Zufiihrungen 
nicht médglich war. Aus diesen Griinden wurde eine 
Scheibentriode 2 C 39 A fiir die Untersuchungen um- 
gebaut und mit gréBeren Elektrodenabstanden ver- 
sehen: 

Der Kathoden-Gitterabstand wurde von 100 um 
auf 300 um erhdht. Das normale Gitter wurde durch 
ein Paralleldrahtgitter ersetzt (Drahtstiarke 15 um, 
Drahtabstand 300 ym). Der Gitter-Anodenabstand 
wurde von 300 wm auf 3000 um = 3 mm erhdoht. 
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Hierdurch ergab sich ein fiir Trioden tiblicher Durch- 
griff von 3%. Auch die Bedingungen fiir einen 
Raumladungszustand ohne nennenswerte Inselbil- 
dung wurde damit einigermaBen erfiillt1. 
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Bild 10. Der Strom J, die Steilheit S_ und der Raum- 
ladungsexponent x der MeBréhre als Funktion 
des Steuerpotentials U_. 


In Bild 10 sind der Strom J_, die Steilheit S_ und 
der Exponent x der Raumladungskennlinie (a= 
S_- U_/I_) als Funktion des Steuerpotentials U_ 
aufgetragen. Im verwendeten Aussteuerbereich ist 
der Exponent nur wenig von dem der Theorie ent- 
sprechenden Wert 1,5 verschieden. 

Mi8t man nun die Spannung am Eingang und am 
Ausgang der Roéhre bei verschiedenen Frequenzen 
und fiir verschiedene AuBenwidersténde, so kann 
man hieraus die im Abschnitt 4 naher definierte 
Funktion P bestimmen und mit der theoretisch er- 
mittelten vergleichen. Da in P die Laufwinkel 
beider Laufréume und alle iibrigen berechneten 
LineargroBen eingehen, bedeutet eine Uberein- 
stimmung der berechneten und der gemessenen 
Funktion P eine Bestatigung fiir die Giiltigkeit der 
Theorie der linearen Laufzeiterscheinungen. In 
Bild 11 ist die berechnete und die gemessene Funk- 


Ms 100 200 300- 400MHz500 


f—_ 


Bild 11. Die Funktion P in Abhangigkeit von der Fre- 
quenz. 1: fiir die MeBréhre berechnete Werte; 
2: an der MeBrohrenschaltung ermittelte Werte. 


tion P gezeigt. Beriicksichtigt man die Mannig- 
faltigkeit der eingehenden laufzeitabhangigen Gro- 
Ben, so ist die Ubereinstimmung recht befriedigend. 


1 Das Réhrenwerk der Siemens & Halske AG besorgte in 
dankenswerter Weise den Umbau einiger Scheibentrioden. 


Man erkennt deutlich, wie die wirksame Steuer- 
wechselspannung, welche bei niedrigen Frequenzen 
kleiner als die Klemmenwechselspannung (fiir 
R, +0) ist, bei Frequenzen um 300 bis 400 MHz 
gleich der Klemmenspannung wird, um dieselbe bei 
héheren Frequenzen betriachtlich zu iiberschreiten. 
Bei noch hdheren Frequenzen erwartet man bei 
groBeren AuBenwiderstinden eine Selbsterregung; 
diese Erwartung wird auch durch das Experiment 
bestatigt. Es sei darauf hingewiesen, daB es sich 
dabei nicht um eine Selbsterregung durch die Wir- 
kung der Elektrodenkapazitaten handelt, wie eine 
Uberschlagsrechnung ergibt. 


5.2. Messung der nichtlinearen Verzerrungen 


Fiir die Messung des kubischen Differenzton- 
faktors wurde ein MeBaufbau nach Bild 12 benutzt. 


Bild 12. Schema des MeSaufbaus zur Ermittlung des ku- 
bischen Differenztonfaktors; Erklarung im Text. 


Die Quarzgeneratoren | und 2 liefern je eine Schwin- 
gung im 35-MHz-Bereich; die Amplituden sind 
gleich groB. Der Frequenzabstand betragt etwa 
60 kHz. Die beiden Schwingungen werden iiber eine 
Gabel 3 addiert und dem Modulator 4 zugefiihrt. 
Dieser erhalt seine Tragerschwingung im Bereich 
235 bis 465 MHz aus dem variablen Oszillator 5. Der 
Modulatorausgang und die anschlieBende Ver- 
stairkerstufe 6 kénnen durch Topfkreise hoher Se- 
lektion auf die jeweilige Summen- oder Differenz- 
schwingung abgestimmt werden. Auf diese Weise 
erscheint am Ausgang der Stufe 6 eine Zweiton- 
schwingung, deren Frequenzen im Bereich 200 bis 
500 MHz variiert werden kénnen. Die Schwebungs- 
frequenz dieser Zweitonschwingung betragt dabei 
immer 60 kHz. Der Modulator 4 und der Verstarker 
6 sind mit Leistungsroéhren ausgeriistet, welche mit 
relativ kleinen Pegeln beaufschlagt wurden, so daB 
bei allen Messungen der eigene Differenztonfaktor 
nur wenige Promille betrug. Der Verstéarker mit der 
MeBrohre (8) wird iiber ein veranderbares Damp- 
fungsglied 7 mit dem Verstirker 6 verbunden. Die 
Ausgangsleistung wird in dem veranderlichen Teiler 
9 gedampft und einem Modulator 10 zugefiihrt, 
dessen Tragerschwingung ebenfalls aus dem Os- 
zillator 5 entnommen wird. Der Eingangspegel am 
Modulator 10 wird stets so klein eingestellt, da 
keine zusadtzlichen Verzerrungen auftreten. Am 
Modulatorausgang erscheinen die beiden Grund- 
schwingungen mit den im Mefverstirker 8 ent- 
standenen kubischen Differenzschwingungen wieder 
in der 35-MHz-Lage und kénnen mit dem selektiven 
Pegelzeiger 11 in ihrer Amplitude gemessen werden, 

Kine ahnliche MeBeinrichtung, jedoch nicht in 
Topfkreistechnik, wurde fiir das Gebiet um 100 MHz 
zur Messung in dieser Frequenzlage aufgebaut. 
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Bild 13. Der kubische Differenztonfaktor fiir «= 0 als 
Funktion des Laufwinkels a; 1: berechneter Ver- 
lauf; 2: MeBwerte. 


Bei allen Messungen ergab sich mit guter Annahe- 
rung eine quadratische Abhangigkeit des kubischen 
Differenztonfaktors von der Steueramplitude; ein 
solcher Zusammenhang wird nach den Gl. (29) und 
(32) auch von der Theorie angegeben. Die Abhangig- 
keit des Differenztonfaktors von der Steueramplitude 
ist deshalb bei den angegebenen MeBkurven nicht 
mehr gesondert beriicksichtigt ; sie beziehen sich alle 
auf Vollaussteuerung (v = 1). Der Differenzton- 
faktor, der sich als Folge der Verzerrungen im Ka- 
thoden-Gitterraum ergibt, ist in Bild 13 als Funktion 
des Laufwinkels «— dargestellt. Bei dieser Messung 
war R, vernachlassigbar klein (er diente nur zur 
Abnahme einer sehr geringen MeBspannung). Bei 


its; — Oust auch Ua ean so daB in diesem Fall im 
Gitter-Anodenraum keine Verzerrungen entstehen. 
Die zahlreichen MeBPUnkte liegen verstreut inner- 
halb des schraffierten Gebietes. Kine tiberschlagige 
Fehlerrechnung ergibt, daB eine gréBere Genauig- 
keit bei den gegebenen Verhaltnissen nicht erwartet 
werden darf. Der nach der Theorie zu erwartende 
Differenztonfaktor einer idealen Rodhre mit U3/2- 
Charakteristik ist gestrichelt eingetragen. 

Das MeBergebnis ist vom theoretischen Ergebnis 
betrachtlich verschieden. Die berechneten Ver- 
zerrungen werden erst bei héheren Laufwinkeln er- 
reicht. Es erhebt sich die Frage, wie diese Ab- 
weichung erklart werden kann. Die Schwierigkeit 
der exakten Deutung gemessener kubischer Ver- 
zerrungen ist aus der Praxis bekannt. Der kubische 
Differenztonfaktor ist im allgemeinen eine sehr 
kleine GréBe; dies bedeutet, daB eine geringfiigige 
Abweichung vom Kennlinienverlauf bereits einen 
starken Einflu8. auf den kubischen Differenzton- 
faktor hat. Auf dieselbe Weise diirften sich relativ 
geringfiigige Abweichungen von den theoretischen 
Ansatzen in der Praxis stark auswirken. Die Tat- 
sache, daB die Elektronen nicht mit der Geschwin- 
digkeit Null, sondern mit statistisch verteilter Ge- 
schwindigkeit aus der Kathode austreten, kénnte 
ein Grund fiir die Abweichung sein; ein weiterer 
Unterschied kann dadurch gegeben sein, da8 der 
Raumladungskoeffizient im Aussteuerungsbereich 
nicht konstant ist. 

In den weiteren Messungen wurde der Differenz- 
tonfaktor fiir von Null verschiedene AuSenwider- 
stande untersucht. Bei AuBenwiderstinden bis 
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Der kubische Differenztonfaktor fiir « = 0,8 
als Funktion des Laufwinkels a-. 

: Die entsprechende Funktion fiir ~ = 0. 

: Der fiir « = 0,8 berechnete Differenztonfaktor 
des Gitter-Anodenraumes unter Bericksichti- 
gung der Funktion P. 


Bild 14. 1: 


bo 


w 


uu = 0,2 lieB sich erwartungsgemafB kein wesent- 
licher EKinfluB des Gitter-Anodenraumes auf den 
kubischen Differenztonfaktor feststellen. Bei gréBe- 
ren AuBenwiderstaénden nahm der EinfluB jedoch 
stark zu; bei u = 0,8 tiberwogen die im Gitter- 
Anodenraum entstandenen Verzerrungen bei weitem 
die des Kathoden-Gitterraumes. In Bild 14 ist das 
Ergebnis der Messungen fiir uw = 0,8 dargestellt 
(schraffiertes Gebiet 1). Gestrichelt aufgetragen ist 
der nach Gl. (33) berechnete Differenztonfaktor fiir 
den Gitter-Anodenraum. Der bei gleicher wirk- 
samer Aussteuerung, jedoch bei Ra = 0 gemessene 
kubische Differenztonfaktor des Kathoden-Gitter- 
raumes ist durch die schraffierte Flache 2 dar- 
gestellt. Die Kurven in Bild 14 gelten fiir Vollaus- 
steuerung des Leitungswechselstromes in der Gitter- 
ebene. Die Spannungsaussteuerung fiir den Katho- 
den-Gitterraum ist dann 1,5mal kleiner, der Diffe- 
renztonfaktor fiir Ra—0 somit 2,25mal kleiner als in 
Bild 13, dessen Kurve fiir volle Spannungsaussteue- 
rung des Kathoden-Gitterraumes gezeichnet ist. 

Die Kurven 1 und 2 von Bild 14 kénnen iiber 
dem gleichen MaSstab fiir «— aufgetragen werden, 
weil bei diesen Messungen die Laufwinkel fiir beide 
Laufraume zufallig annahernd gleich waren. 

Man erkennt, daB im Fall des Uberwiegens der im 
Gitter-Anodenraum entstandenen Verzerrungen die 
Ubereinstimmung mit den fiir diesen Raum berech- 
neten Verzerrungen recht gut ist. Im Gegensatz zu 
den Betrachtungen im Kathoden-Gitterraum sind 
somit die theoretischen Ansatze fiir die Berechnung 
der Verzerrungen im Gitter-Anodenraum im Ein- 
klang mit der Praxis. 

Auf Grund der bisherigen Einzelergebnisse konnen 
folgende allgemein giiltige Aussagen gemacht 
werden: 


1. Die durch Laufzeiteinfliisse bedingten nicht- 
linearen Verzerrungen in Elektronenréhren k6n- 
nen durch eine Potenzreihe, welche den Zu- 
sammenhang zwischen der Eingangs- und der 
Ausgangsgrofe des nichtlinearen Vierpols liefert, 
dargestellt werden; die komplexen Koeffizienten - 
der Reihe sind von der Frequenz, den Betriebs- 
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spannungen der Roéhre und von der Réhren- 
geometrie abhangig. Die Phasenbeziehungen aller 
am Ausgang des Vierpols vorhandenen Produkte 
sind durch den komplexen Charakter der Ko- 
effizienten beriicksichtigt, Voraussetzung ist je- 
doch, da die steuernde EingangsgréBe einen 
relativ schmalen Spektralbereich besitzt. 


Aus 1. ergibt sich zwangslaufig: 


2. Es bilden sich im Laufzeitgebiet keine neuen 
Spektralanteile, sondern nur solche, die sich auch 
bei niedrigen Frequenzen durch gekriimmte 
Kennlinien ergeben. 

3. Die Amplituden der Ausgangsprodukte haingen 
von der Amplitude der SteuergréBe nach den- 
selben Gesetzen ab, wie dies bei niedrigen Fre- 
quenzen der Fall ist. 

Weiterhin ergibt sich: 

4. Bei Trioden mit nicht sehr groBen AuBenwider- 
standen sind die Verzerrungen, die im Kathoden- 
Gitterraum entstehen, bestimmend fiir die Ge- 
samtverzerrungen. Sie sind bei Laufwinkeln bis 
150° im ungiinstigsten Fall etwa fiinfmal gréBer 
als bei niedrigen Frequenzen. 

5. Zur Vermeidung groBerer Verzerrungen im Gitter- 
Anodenraum empfiehlt es sich, mit kleinem 
AuBenwiderstand, hoher Anodenspannung und 
kleinem Anodenstrom zu arbeiten. 


Die MeBergebnisse zeigen, daB die Ansatze der 
Theorie fiir den Gitter-Anodenraum recht gut, fiir 
den Kathoden-Gitterraum weniger gut der Wirk- 
lichkeit entsprechen. Jedoch liefert die Theorie zu- 
nachst iiberhaupt einen Weg zur Berechnung der 
nichtlinearen Verzerrungen durch Laufzeiteinfliisse 
und zeigt die Abhangigkeit von den Betriebspara- 
metern; sie gestattet eine Abschatzung der zu er- 
wartenden kubischen Laufzeitverzerrungen bei Tri- 
odenverstarkern. 


Anhang 
Zu Abschnitt 2 
Die genaue Lésungsfunktion der Gl. (7) lautet 


ae =1+ y A [(2sin « —«—« cos «) sin wt + 
= ae. 
; + (2 cosa—2-+ asin «) cos wt] + 
+ =z #2[(a—sina) + 5 (1—4 008+ 
a 


+ 3cos2«+2asin2«)sin2wt-+ 
+ 7 (4sina — 3sin 20+ (A.1) 
+ 2acos 2«) cos 2 at}. 


Die in runden Klammern stehenden Funktionen von 
x lassen sich leicht durch trigonometrische Reihen 
ausdriicken, zum Beispiel ist 


a3 30° 5a? - 

BABE oe eat COS O ap rap 
— io 

= ze 2n-1 A.2 

eat De (onaty eel 
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Fiir Gl. (8) ergibt sich 
2 
cB mab +61) a cos a ++ (3 —1)sina sin wt + 
F 
+ |i —asina +( at COS & cos of 
oder 
si =a8 + 6,]sinot S| [yee ee ee 
Wel (2m + 1)! 


wlan + 1) 
(2n-+ 2)! 
Setzt man zur Abkiirzung fiir die Koeffizienten der 


Reihe die Buchstaben a1, a2, ag usw., so erhalt man 
fiir x eine Potenzreihe in « 


a? = aya + agat+t+ agai +-:::. 


Si cost >) (—1) 


n=1 


se] . (A.3) 


(A.4) 


Durch Inversion dieser Reihe kénnte nun « als 
Potenzreihe von a dargestellt werden. Die In- 
version gelingt jedoch nur, wenn die zu invertierende 
Reihe ein Linearglied besitzt. Durch die Sub- 
stitution « = a+ 2 kann die Reihe (A.4) in eine 
solche mit Linearglied verwandelt werden: 

aga® +--+) 4 

+ (3a,02 + 4a902 + Sagat +---)a + 

+ (3 a1 a%_ a 6 a0. + l0aga2 + «+ +) 92 + aie 


Kiirzt man die in Klammern stehenden Koeffizien- 


a = (a, + acat 4 


ten wiederum ab durch Ap, Ay, Ag, ..., so erhalt 
man ; 
a3 — Ap = Ayx+ Aga? + ig 
Die invertierte Reihe lautet dann 
1 A 
— 3 eS ae ALAPI llevan « 
ee ET (2p) 43 toes 0) get 


Unter Verwendung der oben angegebenen Sub- 
stitution wird dann 


1 ” (A. 5) 
a = a+ — (a3 —Ao)— => (a3 — Ao)? + °° 
Aj in 


Wenn man die urspriingliche Bedeutung der Ko- 
effizienten a1, a2, ... und Ao, A}, ... beriicksichtigt, 
ergibt sich 

Ap = 02 + 6A(bi sin wt + ec, cos wt), 

A; = 302 + 6A(bosin wt + cgcos mt), (A.5a) 


Ag = 3a_+ 6A(b3 sin wt + cz cos wt) 
mit 


bas Nae 
by =o cosa—(1— 5) sina. 


2 


Oe 
bo el Dakar cee 

[ Oe 

cy = 1— a_sin a_— Lets COsa=, 


2 


a 


sin a. 


cg = — 


In der Reihe (A.5) werden noch die GroBen 1/A und 
1/A? gebraucht. Aus Gl. (A. 5a) ergibt sich 
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Ay at =o + (natt X)A+ 
a ae 1 + Asin (wi—a_), 
Ce 


LE tg 1 seg 
A, 302 1+Asin(mt—«a_) ee 
< [1—Asin(wt—a_) + A2sin?(@t—a_)—...]. mit der Bedeutung 


as n=1,2,3,..., (A.6) 


2 2 
Ebenso erhalt man X= (sin of eect). 
eval <7 "a 
A} 27 of Y=¢4 =, (01.8 Ot ci, cos@t) X (A. 7) 
cH 


x [1 —3 Asin (wt —a_) + 6Asin?(wi—a_)—...]. 


Man sieht hieraus, daB sich die GroBen 1/4; und ‘ 

1/A? durch konvergierende Reihen darstellen lassen, dep ain Gs peal et coats eI 

wenn voraussetzungsgemaB A < 1 bleibt. . (5 (ULSD Ores ae 
Unter Verwendung dieser Ausdriicke erhalt man 


fiir x”, wenn man nur bis zu quadratischen Gliedern Hiermit ist die Reihenentwicklung fiir « prinzipiell 


x (bg sin wt + ce cos wt) — 


On 


in J entwickelt, hergestellt. 
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Il. Band: 760 Seiten - 638 Bilder + Ganzleinen 15,— DM 
Ill. Band: 744 Seiten - 669 Bilder + Ganzleinen 15,— DM 
IV. Band: 826 Seiten + 769 Bilder Ganzleinen 17,50 DM 
V. Band: Fachwérterbuch mit Delinniokes und Abbildun- 
gen - 810 Seifen - 514 Bilder + Ganzleinen 26,80 DM 


Handbuch der Aufomatisierungs-Technik 


Herausgeber: Dr. REINHARD KRETZMANN 
484 Seiten - 390 Bilder - 13 Tabellen - Ganzleinen 34,— DM 


Handbuch der Industriellen Elektronik 


von Dr. REINHARD KRETZMANN 
336 Seiten - 322 Bilder . .... Ganzleinen 17,50 DM 


Schaltungsbuch der Industriellen Elektronik 


von Dr. REINHARD KRETZMANN 
224 Seiten - 206 Bilder . . ... Ganzleinen 17,50 DM 


Spezialréhren 
Elgenschaffen und Anwendungen 


von Dipl.-Ing. FRITZ CUBASCH 
439 Seiten + 319 Bilder - 13 Tabellen - Ganzleinen 32,— DM 


Oszillografen-Meftechnik 
Grundlagen und Anwendungen moderner 
Elekfronensfrahl-Oszillografen 
von J. CZECH 
Uberarbeitete und bedeutend erweiterte Fassung von Czech: 
DER ELEKTRONENSTRAHL-OSZILLOGRAF 
684 Seiten - 636 Bilder » 17 Tabellen - Ganzleinen 36,— DM 


Elektrische Nachrichfentechnik 


1. Band: Grundlagen, Theorle und Berechnung 

passiver Ubertragungsnetzwerke 
von Baurat Dr.-Ing. HEINRICH SCHRODER 
650 Seiten « 392 Bilder - 7 Tabellen - 536 Formeln + 48 Rechen- 
beispiele - 97 durchgerechnete Aufgaben - Ganzl. 34,— DM 


Fundamente der Elektronik 
Einzelteile - Bausteine - Schaltungen 


von Baurat Dipl.-Ing. GEORG ROSE 
223 Seiten + 431 Bilder - 10 Tabellen - Ganzleinen 18,50 DM 


Verstarkerpraxis 


von WERNER W. DIEFENBACH 
127 Seiten - 147 Bilder . . .. . Ganzleinen 12,50 DM 


Dezimeterwellen-Praxis 


von HELMUT SCHWEITZER 
126 Seiten» 145) Bilder) 7. 4), oa. Ganzleinen 12,50 DM 


Fachzeitschriften 


FUNK-TECHNIK 


Fernsehen + Elektronik Monatlich zwei Hefte 


ELEKTRONISCHE RUNDSCHAU 
Hochfrequenz: Fernsehen: Elektroakustik- Messen: Stevern- Regeln 
Monatlich ein Heft 


Probehefte und ausfihrliches Angebot unverbindlich 
auf Anforderung 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung im Inland und Ausland 
sowie durch den Verlag 


VERLAG FUR 
RADIO-FOTO-KINOTECHNIK GMBH 


Berlin-Borsigwalde 


